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Yorwort. 



Durch das Lesen einer in dem Jahrbnch über die Fortschritte 
der Mathematik erschienenen Besprechmig der nmi in deutscher Über- 
setzmig vorliegenden ,^echnung mit endlichen Differenzen'^ von Herrn 
Prof. A. Markoff in St. Petersburg wurde vor mehreren Jahren der 
lebhafte Wunsch in mir erweckt, dieses Lehrbuch zu besitzen. Trotz 
vieler Bemühungen gelang es mir jedoch nicht^ seiner habhaft zu 
werden^ weil dasselbe angeblich im Buchhandel vergriffen war und 
auch einige Anfragen bei russischen Antiquaren keinen Erfolg hatten. 
Deshalb wurde ich angenehm überrascht, als mir letztes Jahr Herr 
Th. Friesendorff mitteilte, dafs er, von Herrn Prof. P. Klein dazu an- 
geregt, jenes Lehrbuch zu übersetzen beabsichtige. Ich konnte, darüber 
befragt, diese Absicht nur gut heiüsen, und bin überzeugt, dafs die 
deutschen Mathematiker, vor allem diejenigen, welche aus irgend einem 
Grunde sich mit der Technik des Zahlenrechnens — insbesondere mit 
Literpolation, der Herstellung numerischer Tafeln, der Aufsuchung zu- 
fälliger und der Abschätzung unvermeidlicher Fehler — näher zu be- 
fassen haben, Herrn Prof F. Klein dafür, dafs er den Anstofs zu dieser 
Übersetzung gegeben hat, und nicht minder Herrn Th. Friesendorff 
sowie dem zu seiner Unterstützung hinzugetretenen Herrn E. Prümm 
für die Ausführung derselben Dank wissen werden. 

Durch die Freundlichkeit des Herrn Friesendorff nachträglich noch 
in den Besitz des Originals gekommen, habe ich mit demselben nicht 
wenige Stellen der Übersetzung verglichen und kann deshalb bezeugen, 
dafs die Heisren Übersetzer sich ihrer keineswegs leichten Aufgabe 
mit groDsem Geschick entledigt haben. 

Zum Schlufs will ich nicht unterlassen zu bemerken, dafs die 
Jahreszahlen in den ausführlichen Litteraturverzeichnissen zu einem 
grofsen Teile von ihnen hinzugefügt worden sind. 

Stuttgart, Juli 1896. 

R. MebBike. 



Vorwort der Übersetzer. 



Als im Sommersemester 1895 im mLaiJiematischen Seminare bei 
den Herren Professoren F. Klein und D. Hilbert Fragen der Inter- 
polation und Differenzenreclinung zur Sprache kamen^ stellte sich ein 
recht fühlbarer Mangel an entsprechenden Lehrbüchern heraus. Die 
dem deutschen Leser am leichtesten zugänglichen Yon Lacroix und 
von Schlomilch sind teilweise schon durchaus veraltet, während das 
Boole'sche (treatise on the calculus of finite differences) dem deutschen 
Geschmack infolge seiner ausgesprochenen Vorliebe für symbolische 
Methoden weniger zusagt. 

Herr Professor Elein regte daher, nachdem ich, als früherer 
Schüler von Herrn Professor A. Markoff, über dessen Werk referiert 
hatte, den Gedanken an, dies Buch in deutscher Übersetzung erscheinen 
zu lassen. Vom mathematischen Verein an der Georgia Augusta in 
diesem Gedanken bestärkt, sprach ich noch im vorigen Jahre, bei 
meinem Aufenthalt in St. Petersburg, hierüber mit Herrn Professor 
Markoff; ich erhielt von ihm die Erlaubnis zur Übersetzung, wofür 
ich Herrn Professor Markoff auch an dieser Stelle meinen wärmsten 
Dank ausspreche. 

Der deutschen Sprache wohl mächtig, aber stilistisch nicht sicher 
genug, wandte ich mich an meinen Commilitonen Erich Prümm mit der 
Bitte, mich bei der Verdeutschung zu unterstützen, einer Bitte, die er 
mir gern erfüllte. 

Was nun die Übersetzung selbst anbetrifft, so sei hier bemerkt^ 
dafs wir uns thunlichst wortgetreu an das Original angeschlossen haben, 
ohne irgend welche Änderungen vorzunehmen, vor allem auch ohne 
selbst irgend welche Zusätze zu machen, abgesehen davon, dafs wir 
die Litteraturverzeichnisse möglichst zu vervollständigen suchten. Wir 
glaubten dem Buche gerade dadurch seinen Charakter zu wahren, der 
es zugleich als Lehrbuch und als übersichtliches Handbuch zum Nach- 
schlagen geeignet erscheinen läfst. 



Vorwort der Übersetzer. V 

Den Herren Professoren F. Klein und R. Mehmke sind wir unsern 
besondem Dank schuldig für die Liebenswürdigkeit^ mit der sie nicht 
nur den Druck selbst mit überwachten, sondern uns auch jederzeit 
mit ihrem Rate unterstützten-, Herrn Professor Mehmke noch ganz be- 
sonders für die Worte, die er unserer Übersetzung als Geleit mit auf 
den Weg gab. 

Dem Herrn Verleger endlich sprechen wir für seine groise Zuvor- 
kommenheit, mit der er uns oft drei- bis viermaliges Korrekturlesen 
gestattet hat, unsern wärmsten Dank aus; nur auf diese Weise sind 
wir imstande gewesen, bei der grofsen Menge von Formeln Druck- 
fehler nach Möglichkeit zu vermeiden. 

In der HofEaung, dafs das in RuTsland bekannte und verbreitete 
Buch auch in Deutschland — und damit wohl auch zugleich bei einem 
noch gröfseren Leserkreise — Anklang finden möge, übergeben wir 
unsere Obersetzung dem Kreise der deutschen Mathematiker. 

Göttingen, Juli 1896. 

Th. Friesendorff. 
E. Pramm. 



Inhaltsverzeichnis. 



-r- 



Erster Teil. 
Interpolation. 

B«ito 

Erstes Kapitel: Interpolationsformeln 1 

Zweites Kapitel: Endliche Differenzen verschiedener Ordnungen ... 13 
Drittes^Kapitel: Znsammenhang zwischen Differenzen und Differential- 

qnoüenten 20 

Viertes Kapitel: Herstellung und Benutzung mathematischer Tabellen . 2S 
-Fünftes Kapitel: Anwendung der Interpolation auf die Berechnung ron 

Integralen 60 

Sechstes Kapitel: Einige Eigenschaften der Legendre'schen Functionen 

d 

/ dx z -~^ c 
«=s log in einen Ketten- 
— X z — d 



bruch 7« 

Siebentes Kapitel: Verallgemeinerungen einiger Formeln 80 

Zweiter Teil. 
Snmmen nnd Bifferensengleiehnngen« 

Achtes Kapitel: Die Summation in ihrem Zusammenhange mit dem 
Problem der Bestimmung einer Function aus ihrer Differenz erster 
Ordnung 98 

Neuntes Kapitel: Euler's Formel 

b b 

^f(x)^~fnx)dx--^ {m-Aa)} + ^{rW-r(a)} — .• 112 

a a 

Zehntes Kapitel: Anwendungen der Euler'schen Formel 126 

Elftes Kapitel: Allgemeines über Differenzengleichungen 141 

Zwölftes Kapitel: Lineare Pifferenzengleichungen erster Ordnung . . . 166 
Dreizehntes Kapitel: Lineare Differenzengleichungen mit constanten 

Coefficienten 164 

Vierzehntes Kapitel: Anwendung der Doppelsummen auf die Umformung 

Ton Reihen 178 



Erster Teil. 
Interpolation. 

Erstes Kapitel. 
Interpolationsformeln • 

§ 1. Die Aufgabe der Interpolation kann^ allgemein genommen, 
folgendermaßen formuliert werden: 
Für gegebene Werte von 0: 

seien die Werte irgend einer Function f(x) und einiger ihrer successiven 
Ableitungen bekannt: 

fMy f{<h)y fiflz\ . •, /*(am-i), f{a„) 

rM> rifh). f'M, . . ., r(am-i), rw 
' na,), na,), r(a,), . . ., rK-i), rc««.) \ (o 

Diese TFi^rfe soZZen alsdann zur Berechnung von f{z) für einen neuen 
gegd)enen Wert von e: 

benutzt werden. 

Eine solche Fassung der Aufgabe ist noch sehr unbestimmt und 
läfst noch grofse Willkür zu. 

Unter den mannigfachen Arten der Benutzung des gegebenen 
Systems (1) wollen wir hier nur eine betrachten: 

Es soll eine ganze Function F{b), möglichst niedrigen Grades, ge- 
funden werden, die den Bedingungen genügt: 

F(a,)^f{a,), F(a,)^f(a,), . . ., Fia„,)^f(am) 

F\a,)^ fXa,), F\a,)~ fia,), . . . , F\a^)- f\a.n) 



Markoff, DiffereniearachnuDg. 1 



(2) 



2 Erstes Kapitel. [§ 1. 2. 

und es soll alsdann nälierungsweise: 

fix) = Fix) . (3) 

gesetzt werden. 

Die auf diese Weise erhaltenen Näherungsgleichungen werden 

Interpolationsformeln genannt. 

Es äind hier nun zwei Aufgaben zu behandeln: 

erstens: man soll die Interpolationsforme} finden und 

zweitens: deren Fehler ahschäUen, 

§ 2. Bei der Bestimmung der Function F(js) ist es wichtig 
sogleich zu bemerken, dafs im System (2) 

«1 + «2 + «3 H h «m 

Bedingungen enthalten sind. ^\x) !i 

Dementsprechend wollen wir, indem wir diese Summe 

«l + «2 + «3 + • • • + «m 

der Kürze wegen mit dem Buchstaben n bezeichnen, F{z) gleich irgend 
einer ganzen Function (w — l)***^ Grades von z setzen: 

F{Z) = Po + Pl^ + P«^' + Ps^^ + . • • + Pn-l^-K 

Alsdann ist die Zahl der unbekannten Coefficienten: 

*-M); -^i; -*■%} ' • •} -^n— 1 
gleich der Zahl der Bedingungen (2), die sich auf ein System yon 
n Gleichungen ersten Grades der n Unbekannten 

•M)> -^1? -^2? • • •; -^n—l 

bringen lassen. 

Schreiben wir die gesuchte ganze Function in der Form: 

+ Q.i^-OiT +Qa,+2(^-a,y^(0-a,y+ . . . 

so können wir die unbekannten Goefficienten 

Qq7 Öh Qi9 ' ' '} Qn^l 

leicht der Reihe nach bestimmen: man braucht dazu nur im System (2) 
nach einander erst die Bedingungen der ersten Colonne, dann die der 
zweiten, dritten u. s. w. zu berücksichtigen. 

Es solle die Function z. B. den fünf Bedingungen: 

i^(«i) =/•(«.), i^'(«.)=r(«.), i^K)=/-(a,), n«,) =/•'(«,), 

genügen. 



§ 2.] Interpolationaformeln. 3 

Indem wir hier: 

setzen^ erhalten wir die fQnf Gleichungen: 

<2« - /■(«!) , Qi = /■'(«.) , Co + «. («« - «.) + <2.(«s - «.)*- - A«»), 

«0 + Öl («j - «i) + Ö,(*, - «.)' 1 = /-fa ^ 

+ ÖS (a,-«i)*(«.-««) + Ö4 («,-«.)* («»-«»)* 1 ^'^' 
aus denen sich successive: 

a (g, - ai) { nay) + na.) } + g { A«,) - fM } 

V8= (a,-a,)» 

X) /•(fl,) , (8flij::_fl» -2g,)/'(a,) , (8a, - «i - 2a,)/K) 

V4 — (a, _ fl,)» (a,- o,)« "^ (a. - a,na, - a,)» "T" (a, - a,r(a, - a,y 



ergiebt. 

Bei einer solchen snccessiyen Bestimmung der Coefficienten 

Qo) Qu Qi> ' * ') Qn^l 

überzeugt man sich leicht davon, dafs den Bedingungen (2) eine 
und nur eine ganze Function F(j8) von (n — l)**"" oder nie- 
drigerem Grade genügt. 

Denselben Bedingungen (2) genügen zwar noch viele andre ganze 
Functionen F(0)] diese sind jedoch nicht vom (n — 1)*®", sondern von 
höherem Grade. 

Die Differenz zwischen irgend einer solchen Function und der nach 
der angegebenen Regel gebildeten ganzen Function F(z) mufs durch 

{ß — a^y^ie — a^^ ... (je? — a^nY^ 
teilbar sein. 

Folglich hat man ssur Bildung der ganzen Function F{z) möglichst 
niedrigen Grades nur irgend einen allgemeinen Ausdruck einer ganzen 
Function (n — 1)*^ Grades von z zu nehmen und dann die Coefficienten 
dieses Ausdruckes aus den Bedingungen (2) zu bestimmen. 

Zur Erläuterung des Gesagten wollen wir einige specielle Fälle 

genauer betrachten. 

Erster Fall (die Taylor'sche Formel). 

Es sei: 

m --= 1-, ofj «« n; aj = a. 

1* 



Erstes Kapitel. 



t§2. 



In diesem Falle reduziert sich das System (1) auf eine Colonne; 
zur Bestimmung von F{e) haben wir also die Bedingungen: 

F{a) = /-(a) ; F'(a) = f\a) ; . . . ; F^—\a) = /-(«-»(a). 

Nach der Taylor'schen Formel erhalten wir somit: 

F{d) =f{a) + '-^ f\a) + ^r(a)+ - + fe|.^lj/^"-"(«)- (4) 

Zweiter Fall (die Lagrange'sche Formel). 
Es sei: 

m = n] «^ = ofg = ••• = a,n = 1. 

Hier reduziert sich das System (1) auf eine Zeile; dementsprechend 
haben wir zur Bestimmung der Fimction F{fs) die Bedingungen: 

F{a,) = f{a,) ; F{a,) = f{a,) ; . . . ; F(a.) = f{a^). 

Mit Benutzung der Formel von Lagrange erhalten wir also: 

F{e) = Z/(a,) + ^/(a,) + • • • + Z„,f{a,,) , ; ' 
worin: 

{z — a,)(0 — «a) . . • (^ — flm) = a}(ißf), [ (5) 

Jui = 7 r — 7-} — ^ • 

(z — a .) (0 (a,) 

Dritter Fall. 
Es sei: 

«1 ~ «8 = ••••=«* = 2; a*+i «=» a*+2 — ••• = «,„ = 1; Ä; + m = w. 

Das System (1) reduziert sich auf zwei Zeilen; wir erhalten also 
für die Function Fijs) die Bedingungen: 

F{a,)^f{a,l,,., F{au)^f{akl F(a^O = A«H-i)> • • • , F{a^) = f{a^), 
F\a,)=f{a,),,.,F{a,)=f{a,), 

Wir bilden nun zuerst die Function: 



wobei : 



und: 



+ Z,nf{(hn) 



Zi 



{o{e) 



(5 — a.)a)'(a,.) 



(6) 



m{0) = (^ — «i) (^ — Oj) . . . {e — a«) 
ist; dann setzen wir: 

Hier ist 0(ß) eine unbekannte ganze Function von g^ die folgenden 
Bedingungen genügen mulis: 



§ 2] Interpolationsformeln. 5 

d. h. es ist: 

Somit ist nach der Lagrange'schen Formel: 

+ U,{r{a,)-F,\a,)), 
worin allgemein: 

xr «)(;?) (g^ - g^^^) (o^ - g^^g) . . . ja. - g J 

ist. 

Andrerseits erhalten wir, die Ableitungen von F^(z) nach bildend: 

F,'(z) = Z,' /-(a.) + Z,' /(«,) + ... + Z^ /•(«„) , 

wobei 

_ (^?-g,.)a>7g)~cp(g) 

•' "" (^-a,)»a,'(g.) 

ist. Indem wir hier der Reihe nach 

;Sf = a, , e/2 , . . . , ttk 
setzen; können wir 

berechnen. 

Es ist hierbei wichtig, zu bemerken, dafs 

Fo'(a,),F,'(a,),...,Fo'ia,) . 
in Bezug auf 

lineare, homogene Ausdrücke sind und die Ableitimgen: 

r(«0; r(«2); •••; r(«*) 

überhaupt nicht enthalten. 

Wir können sonach — ohne auf weitere Umformungen einzugehen — 
folgende Formel aufstellen: 

F(i,) = F,ie) + m(z) Biz) 

= ^1 /■(«.) + n/'(«,) + -" + F™/-(a„) } (8) 

+ U, 0,(0) f\a,) + U^a,{e)f'(a,) • • • + U,a,(z)f'(a,). 
Hierin sind die 

ganz bestimmte Functionen von z, welche von den Werten der 

fM, fi!h)y • • -7 f{^m), rM, f\a^), . . ., f\at) 
ganzlich unabhängig sind. 

Die 

CTj , U^f . . . > Uk 

bestimmen sich dabei aus Formel (7). 



6 Erstes Kapitel. [§ 2. 3. 

Für 
erhalten wir z. B.: 

(g— a,){(a,-o,)'— (2f-at — a,)(g-a,)} . ■> ■ (^— <»i)(g— °.)V/„ \ 

, (g— g.) { (a,-a,)'-(2g— g.— a,)(<-a,)} ^/ v , (f-gi)*(<- c,) y« / x 
^ ^(ä^^^^'"^ 'W+ (0,-0.)' ' ^"*^ 

Vierter Fall. 
Es sei: 

m = 2; «1 = a; Oj = ft; «j = a; a^ = ß. 

Wir setzen: 

i=sO, 1,2, 8, ..., o~l * = 0, 1, 8, 3, ...,^^— 1 

und erhalten: 

^ „ K A^) 1 _ f^Ha) _ ß f^''%) ..... 

' \dz* (z — 6/ ) «=a (a - 6/ (a — 6/+* 

§ 3. Wir kehren nun zu unsrer allgemeinen Betrachtung zurück 
und wollen den Fehler der Näherungsformel 

fix) - F{x) 
abschätzen. 

Zu diesem Zwecke bilden wir eine neue ganze Function n**° Grades 

von z: 

0{z) = F(z) -\r K{z — (hY^^z — öTj)"* ■ . . (^ — rtm)"'". 

Die Constante K wählen wir dabei so^ dafs die Gleichung 

f{x) « a>(a;) = F{x) + K{x — a^Y^ {x — a^"^ . . . {x — a^Ym 



§ 3.] Interpolationsformeln. 

gilt, aus welcher sich 



ergiebt. 

Bezeichnen wir mit A die gröfste und mit B die kleinste unter 
den Zahlen: 

so sehen wir, dais die Gleichung 

innerhalb der Grenzen e = B und z ^==Ä wenigstens (n -f 1) Wurzeln 
besitzt. 

Folglich hat, innerhalb derselben Grenzen = B und z = A, nach 
dem Satze Yon Rolle 

die Gleichung /' (-8?) = <P' (/) wenigstens n Wurzeln, 

„ rW = <P» „ n-2 „ , 

die Gleichung ß'^^^i) = ^""^z) wenigstens 1 Wurzel. 

Indem wir eine der Wurzeln der Gleichung 

welche zwischen A und B liegen, mit g bezeichnen und berücksich- 
tigen, dafs 

(I»(«)(;g) = 1.2.3...n.Ä: 

ist, kommen wir zu dem Resultate, dafs 

n! 
ist. 

Demnach ist der Fehler der Näher ungsforfnel: 

fix) = Fix) 
gleich 

(X _ „,)«.(«, _ g, )"' ...(X - a„)«'» 

worin § irgend eine mittlere unter den Zahlen 

bedeutet. 

Mit andern Worten heifst dies: 

Wir können die Naherungsformel (3) durch die exacte Formel: 



*) Alle Zahlen in unsern BetrachtuDgen setzen wir ßtets als reell Yoraus. 
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^«m 



(x — a.y^(x — a-)"» ... (05 — a y 

f(x) = F(x) + ^ — ^^-^-^iri — — /'"'(^) (9) 

Wenden wir dieses Resultat auf die früher betrachteten speciellen 
Fälle aU; so finden wir^ dafs der Function (4) die Formel: 

A*)-A«)+---r(«)+---+ife^i/'"-^<«)+ fe^/^"'(s). (10) 

der Function (5) die Formel: 

und endlich der Function (8) die Formel: 

f(x)^F,(x)-[-a>(x)&(z) 

(x-a.)«(»-a,)' ■ . ■ (x-Ot)' ( a;-at^^) . . . («-aj 

entspricht. 

I, 1}, g bedeuten hierbei unbekannte Zahlen, von denen die erste, 
5, zwischen a und o; und die beiden andern, tj und i, zwischen dem 
grö&ten imd dem kleinsten Werte der Zahlen 

liegen. 

§ 4. Wir wollen nunmehr noch die Falle betrachten^ in denen 
fiir die gegebenen Grofsen (1) eine bestimmte Reihenfolge fest- 
gesetzt und in denen die Zahl der Grofsen in unser Belieben gestellt 
ist; so dafs wir uns auf die erste ^ oder die zwei, drei u. s. w. ersten 
unter den Yorgegebenen Werten beschränken können. 

In solchen Fällen ist es nütelichy die Interpolationsformel so zu 
schreiben, dafs man bei Hinsmnahme neuer gegebener Grofsen nur neue 
Glieder hinguaufügen braucht, ohne die vorhergehenden ändern im müssen. 

Zur Erläuterung des Gesagten gehen wir zuerst näher auf den 
Fall ein, dafs der Reihe nach 

/•(«), r(«),r(«),...,f'-^>(«).-- 

gegeben sind. 

Der entsprechende Ausdruck (4) für F(z) ist alsdann in der ge- 
wünschten Form dargestellt. 

Bei einer gegebenen Gröfse wird: 

bei zwei gegebenen Grö&en: 
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bei drei: 

F{,) = f{a) + ^ f\a) + <-^ /-"(a) 

u. s. w. 

Die Zahl der Glieder in Ausdruck (4) ist gleich der Zahl der 
gegebenen Werte; bei Hinzunahme neuer gegebener Gröfsen braucht 
man zu diesen Ausdrücken nur neue Glieder hinzuzufügen. 

Nehmen wir an^ dafs^ entsprechend der unendlichen Reihe der 
Zahlen: 

der Reihe nach: 

fMy /"K); fMy • • •; fi^)> ' • • 

gegeben seien. 

Die entsprechende Function F{0) kann alsdann^ bei m gegebenen 
Gröfsen, mittels der Lagrange'schen Formel (5) bestimmt werden. 

Diese Formel hat nun aber eine solche Gestalt, dafs man bei Hin- 
zunahme neuer gegebener Gröfsen nicht nur neue Glieder hinzufügen, 
sondern die früheren auch ändern muls. 

Sie giebt z. B. bei einer gegebenen Gröfse: 

■FW -/'(«,), 
bei zwei: 

bei drei: 

u. s. w. 

Wollen wir sie so umformen, dafs unsre Bedingung der Unver- 
änderlichkeit der Glieder erfüllt wird, so ist es notwendig — aber 
auch hinreichend — die Function F(z), die den n gegebenen Gröfsen 

/"(«i); f(^2)y •••7 /*(««) 

entspricht, in folgender Gestalt darzustellen: 

F(^) =- ^0 + Qi(^-<^i) + e»(^-ai)(^- fl.) + • • • 

+ Qn^t{z-a,){0 — a,) . . . (j?-a,_i); (13) 

hierin sind die Goefficienten: 

Qof Qn QiJ • • •; ö«— 1 

von a unabhängig. 

Alsdann ist bei nur einer gegebenen Gröfse: 

die zweite, dritte u. s. w. hinzunehmend, müssen wir entsprechend die 
Glieder 
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Qi{» — <h)-i Qti" — "i)(f> — o»)] u. 8. w. 
hinzufttgen. 

Die Coef&cienten : 

Qot Qu Qi> • • ■} Qn—i 

ergeben sich hierbei aus den Gleichur^^en: 

/•(«i) - Qo 

/■(«») ='Qo+ Qii<h — «i) + C«(«s — «i)(«j — «2) 

/(o«) •= öo + ^i(o»— «1) H h ö»-i(«» — «i)(«» — «s) • • • (a- — ««-i)- 

Um diese Gleichungen zu lösen, führen wir folgende Functionen 



Ton ;; ein: 






Z — Ol 






A-iW 






(14) 



Dann ist: 






/■(«) = /oW 






= /•.(«!) + (*-«.)/;(*) 






= /o («1) + (^ «1) fi («») + (« - 


■ • • 


-<h)fM 



= /iK) + (^ -- «l)/i(«2) + (^ — «l)(^ — «2)/i(«s) H 

+ {z — «i) (0 — a») ... (^ — an-.2)/;_2(a«-i) 

+ (äJ — a,) (;2f — Oj) . . . (;? — rt„-i)/;_i(;8l) 

und dementsprechend: 

/(«.) - /ö(«i) 

/■(««) =" ^(al) + («. - «i)/i(««) 

/■(os) — /"oCoi) + («j - ai)fi(fh) + («3 — «1) («3 — Ö8)/L(«s) 

/"(«») ^ ^(«l) + (o- — «i)/i(«») + («« — «i) («» — «»)/i(«s) H — 

+ (a„ — Ol) (a, — o,) . . . (c, — a,_i)/;_i(a,). 

Durch Gegenüberstellung dieser Gleichungen und derjenigen ffir die 
üoefficienten Q erhalten wir die Formeln: 

Qo = f(Pt), Qi = /i(«t), Qi = ^(o$), • • •» Ö«-i = f.-i(a*)- (15) 



J 
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Andrerseits leiten wir der Beibe nach fönende Formeln ab: 



m 



Ao.) 



A«.) 



/(«,) 






A«) 



A«,_i) 



+ 



(«,_i— «i ) • ■ • {o«_i— «,^s) (««_i — «) 



^i^w • • ■ ^4*« 



A«i) 



(o, — o,)...(o, — «»_iX<»i— «) 



+ 



(«n-l— «i)-(«»-l— «»_»X<»,_1— «,) 



f- + 



A«,) 



(«1 — o.)(Oi— o.)--(0i - «.) 



(16) 



Es sei beiläufig bemerkt; dab^ wie ersichtlich, ^ib-i ^on der 
Reihenfolge der Zahlen 

nnabl^ngig ist. 

Die gefundenen Formeln wollen wir nun auf den speciellen Fall 
anwenden, dafs: 

a^ = a, ag =» a 4- A, «3 «= a + 2h, . . ., an^^ a -{- {n — 1)A, . . . 

ist, wobei a imd h gegebene Zahlen sind. 
In diesem Falle ist: 

hfiia,) ^ fia + h) - f(a) 
1 . 2ÄY,(a,) = /•(« + 2 Ä) - 2/-(a + Ä) + /"(a) 
1.2. 3ÄY,(a,) - /•(« + 3Ä) - 3/-(o + 2Ä) + 3/-(a + Ä) - /"(a) 



«— 1 



1 .2. ..(n - 1)Ä— y,_,(o,) = f(a + («- 1)Ä) - =Y-^ /-(a + (n - 2)Ä) 

+ ^-^J^:^/'(a + (n - 3)&) + • • • + /•(«). 

TTir gelangen so mr Newton'schen Formel für die Interpolation 
durch äquidistante Intervalle: 

f{x) = Go + G,{x - a) + G^{x — a)(a; — a — Ä) + • • • 

+ Gn—i{x — a){x — a — Ä) . . . (a; — a — (n — 2)ä), 
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in toelcher allgemein: 

1 .2.. .ÄÄ*G* = f(a + *&) — Y f{a + {k— 1)Ä) 

+ ^^ f{a + (7c - 2) Ä) + . . . + f(a) 

ist. 

Aus den allgemeinen Betrachtui^en folgt^ dafs der Fehler dabei 

gleich 

{x — a){x — a — h) ,,. {x — a — {n— \)h) ftft)(t\ 

1.2...n " ' W 

ist. 

Hierin bedeutet g eine mittlere Zahl zwischen der gröfsten und 

der kleinsten unter den Zahlen: 

a; a + Ä; o 4" 2A; . . . ; a + (« — 1)ä; a*. 

Der Ausdruck ^Jnterpolation durch äquidistante Interyalle^^ be- 
deutet^ dalSs alle Differenzen: 

Oj — «1 ; aj — «2 ; a^ — ag ; . . . ; a„ — a,_i 

einander gleich sind. 
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Zweites Kapitel. 
Endliche Differenzen yersehledener Ordnungen. 

§ 5. Wir gehen nun dazu über, ssu zeigen, wie man in der 
Newton'scJien Formel die Berechnung der Goefficienten auf successive 
SubtracÜan zurückfuhren Jcann. 

Zu diesem Zwecke bilden wir durch successive Subtraction folgendes 
System von Werten*): 

f{a+h) , /(a+2Ä)-/-(a+Ä)=^/-(a+Ä), ^Y(a+Ä), /^y(a+Ä)... 

f(a+2h),f(a+Sh)-f(a+2h)=Jf(a+2h), J*f(a+2h), . . . 

/■(a+3Ä),/-(a+4Ä)-/-(a+3Ä)=^/-(a+3A), . . . 
f(a+U), . . . 



(17) 



Abkürzung setzen wir: 




f(e + h)- 


f(z) « Jaz) 


^fis + h)- 


df{z) - j^m 


^*f(z + A) - 


J*f(z) = d»f{z) 



J'-^f{B + Ä) — ^-^f{z) = d^fiz) 



(18) 



Dabei verabreden wir, die Ausdrücke 

Jf{z), J'fie), ^^fiß), ... 

endliche Differenzen oder einfach Differenzen erster, resp. zweiter, dritter, etc. 
Ordnung von f(z) zu nennen. 

Mit Benutzung dieser Ausdrucksweise können wir sagen , unser 
System (17) enthält: 
in der ersten Colonne die successiven Werte der Function f{z)\ 

in der zweiten Colonne die entsprechenden Werte der ersten DifiPerenz ^f{z) ; 

in der dritten Colonne die entsprechenden Werte der zweiten DifiPerenz .^Y(jei) 

u. s. w. 

Wir bemerken dabei, dafs die DifiFerenz n**' Ordnung von f{z) 

gleich der ersten Differenz der Differenz (w — 1)*®' Ordnung von f{z) ist: 

^Y(^) = ^^"-^fiz) = J^-^fiz + Ä) - z/— Y(4 

*) Jede Colonne dieses Systems wird aus der vorhergehenden genau so ge- 
bildet, wie die zweite aus der ersten. 
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Aus dieser Gleichung läfst sich leicht die noch allgemeinere: 

ableiten, in der a und /3 beliebige positive ganze Zahlen bedeuten. 

Jetzt können wir zeigen, dafs sich die Coefficienten der Newton'- 
schen Formel nur durch constante Factoren von den Gliedern der 
ersten Zeile in Tabelle (17) unterscheiden; es ist nämlich: 

All diese Gleichungen sind als specielle Fälle in folgender Gleichung 
enthalten : 

+ (- i)YW, (19) 

in welcher k eine willkürliche, positive, ganze Zahl bedeutet. 

Was die Gleichung (19) anbetrifiFt, so ist es leicht, sich für ä; = 1 

und k = 2 unmittelbar von ihrer Richtigkeit zu überzeugen; es ist 

nämlich: 

Jf(z) ^f{g + h) -f{z) 

Jfie + Ä) = fie + 27.) - fie + h) 

J'ae) -= Jfie + h) - Jf(z) - f{e + 2A) - 2fie + h) + f{e). 

Femer aber müssen diese Gleichungen, sobald sie für ii^end einen 
Wert von k: 

gelten, auch bei Yermehrong von h um 1 ihre Gültigkeit behalten, 
da in diesem Falle: 

^'»/•(^) = f{e +WÄ)- 7r(« +(m- DA) + "^^^ fie +(m -2)Ä)... 

J'«f{z+h)=f{z + (m + DA) - y /•(« + mÄ) + -^'^'^^fie+'.m-Dh) 

-'^Y-lf^'-V(i»+(»»-2)A)... 
jm + 1 f(e) = ^-«({z + A) — ^"•/•(«) 

-/•(xr+(m+ DA)- (y+i)/'(*+»»A)+t( V+ M"-^"^"^- > >'') ' - 
+(_iy+i'!^ -^^-(|*-*+^) (^+iy(^+(^_j)^)+...+(_l)m+.^^) 

-/•(*+(m+l)A)-'"fl/-(«+mÄ)+^^!!±^/-(ir+(m-DA) 

•••+(- 1)'»+Y(«) 

ist. 
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Addiert man also zu Je immer eine Eins hinzu, so fiberzengt man 
sich leicht von der Richtigkeit der Formel (19) successire für: 

d. h. allgemein für jeden positiven ganzen Wert von Je. 

Mittels der somit bewiesenen Formel (19) können wir die 
Newton' sehe Formel mit dem Eestgliede in die Form bringen: 

+ iT^rsh^ ^Yla)+- •+ i.2...nÄ- ^ ^""^ 

(x-a)(x—a—h),..{x-a—nh) f^n+i)ft\ 
■^ 1.2...(n + l) ' W; 

worin 5 wieder eine mittlere Zahl zwischen der gröfsten und der 

kleinsten unter den Zahlen: 

üj a -^ nh, X 
bedeutet. 

§ 6. Aus der Newton'schen Formel (20) läfst sich nun weiter 
leicht ableiten: 

eine Formel, die man auch unmittelbar, unabhängig von der Newton'- 
sehen Formel, beweisen kann. 

Zu diesem Zwecke leiten wir aus den Formeln: 

fiß + *) - f(ß) = ^f(ß) 

f{z + 2Ä) — f{e + A) = Jf{e + h) 

Jf{e + Ä) - ^lf{B) = J*f{e) 
folgende ab: 

f{z + A) « m + ^m 

f(6 + 2h) = f{e + h) + Jf(e + Ä) = fie) + 2^f(g) + ^Y(«), 

die Formel (21) auf diese Weise für n =» 1 und w = 2 verifizierend. 
Durch fortgesetzte Addition von 1 zu n können wir sie wiederum 
für alle positiven ganzen Werte von n erweitem, da wir aus: 

und 

Jae+nh)= Jf{z)+ ^z/YW + ...+ ^^Y(^)+^-+»/-(«) 

durch Addition leicht folgende Gleichungen ableiten können: 



(20) 
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f{e + (n + \)h)^f{e + nK) + Jf(is -\- nk) = 

Indem wir nun in Formel (21) nacheinander n gleich: 

0, 1, 2, . . ., n — 1, n 
setzen^ erhalten wir: 

f(a + 2h) = f{a) + 2Jf{a) + ^ Y(a) 

/•(a + nh)^f(a) + -J^^a) + !L(;'j:^ ^ Y(a) + . . . + ^Y(4 
All diese Gleichungen sind in der «inen Gleichung: 
fia + «.*)-= f(a) + -7- ^/-(a) + ?^=^ ^ Y(a) + • • • 

, m(m — 1 ). . . (w — n 4- 1) jnf(Q\ 

enthalten; in welcher m Null oder jede beliebige positive ganze Zahl 
bedeutet; die nicht grofser als n ist. 

Man ersieht hieraus ^ dafs die ganze Function: 

. (g ~ g) (g ~ g — ;i) . . . (g — o — (n - 1 ) ^) jnf(^\ 
'^ 1.2. ..fiÄ" '^ ^ 

mit der Function f(£) für 

B = a^ « + *; a + 2Ä, ..., a-\-nh 
zusammenfallt. 

Setzen wir also: 

/•(a;)-l?'(a;), 

SO kommen wir wieder zur Newton'schen Formel. 

§ 7. Bei der Bildung der Differenzen einer Function wollen wir 
folgenden sehr einfachen Satz berücksichtigen. 
Wenn: 

f(g) = C,g>,{B) + C,q>,(iO + • - • + QvM 
ist; wobei 

Gl, C/J ; . . . , Ci 

constante Zahlen sind; so ist: 

jf{g) = Ci^ fp^(ss) + C,J 9>,(^) + . . . + Ciz^ y,(^) 
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und allgemein: 

J-'fiz) = Gi^'<pi{e) -\- Ci^<p,(e) + '-- + C,J''<piie). 

Es sei nun /"(«) irgend eine ganze Function «•"' Grades von e: 
Dann ist: 

z/^(«)==i4o{ («+*)"-^ } +A { («+Ä)-'— i»'-' } -{■■■+An-l{(lS+h)-g) 

=^ nÄi?--» + j ?^^^ /.%+ (n - 1)Ä^, )««-« + ... ; 

d: h. die erste Differenz einer ganzen Function n**" Grades 
von z mit dem höchsten Gliede: 

reduziert sich auf eine ganze Function (?? — 1)**° Grade^ 
von z mit dem höchsten Gliede 

AQfihz'^—K 

Geht man weiter von ^f(/) zu den höheren Differenzen: 

z/7(^) = J^f{g) ■ ^'f{g) = z/^V(;er) ; . . . 

über^ so überzeugt man sich leicht davon^ dafs folgender Satz gilt: 

Wenn f{z) eine ganze Function n**° Grades von sSy mit dem höchsten 
Gliede 

bedeutet, so ist J'^fiz) bei m <n eine ganze Function (n — m)*®° Grades 
von Zy deren höchstes Glied 

ÄQn{n — 1) . . . (n — w + 1)A"»ä^-"' 

ist; bei m = n gdU J^f{z) in 

^0 . 1 . 2 . . . w . A" 

und endlich bei m> n geht A^f{z) in Null über. 
In dem speciellen Falle ^ dafs: 

f(z) ^ (^g ^ h)(^g -^ i ^ h){z - b — 2h) . , . (z -- b {n — hh) 
isty wobei b irgend eine gegebene Zahl bedeutet ^ erhalten wir: 

^(z-bXz-b-h),..{z-b-{n-l)h)=={z+h—b)(Z'-b).,.{z--b—in—2)h) 

—(z-b){z-b-h).:.{z^b—(n^ 1)Ä) 
=nh(z—b)(z—b—h).„{z'-b—{n'-2)h) 

— ^ n(n~l )^ =(^-6)(^— &~Ä)...(5--6-(n-3)Ä) 

M a r k o r f , Differenzenrechiiung. 2 
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und allgemem: 

-^^-iT.T:^n-m + l)*- (.-6)...(.-6-(«-m-l)A). (22) 

Hierin bedeutet m eine willkürliche^ positive ganze Zahl^ die n nicht 
übersteigt. 

Diese Resultate können zur Bestimmung der Coefficienten 
einiger Interpolationsformeln dienen. 

Als Beispiel wollen wir den Fall behandeln, dals successiye: 

/•(«), /-(a + Ä), f{fl-h\ f(a + 2h), f(a-2h),... 

gegeben werden. 

Der entsprechenden Interpolationsformel kann man dann folgende 
Gestalt geben: 

/(a:) -= i/o + Ht(x — a) + jff,(a; — o)(a; — o — h) 

+ Hg{x — a + h)(x — a)(x — a — h) 
* +Ht{x — a + h)(x — a)(x — a — h){x — a — 2h) 

+ Hi{x-a+2h)(x—a+h){x—a)(x-a—hXx—a—2h)+- 

Die Zahl der Glieder auf der rechten Seite ist gleich der der ge- 
gebenen Grö&en. Die Differenzen verschiedener Ordnungen bildend, 
erhalten wir: 
Jf(x) 



h 



fli + 2jffg(a;— a) + 3fi,(a; — a + A) (a; — o) + 



^i ^H,+ \lH,(x-a-\-h) + ^lH,(x-a+h)ix-a)+..., 

^V(«) TT , 6.4.3.2 „, 1 oi\ I 



woraus sich 

TT «. frn\ TJ = ^^(«) TT — ^'f(^-^) 17 = ^'f(a- h) 

ergiebt. 

Auf diese Weise kommen wir zu der neuen Formd für die Inter- 
polation durch äquidistante Intervalle: 

fix) - /•(«) + ^ ^na) + (^nj;^« H^ ./ Y(a - h) 
welche viel mit der Newton'schen Formel gemeinsam hat. 
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Des Weiteren wollen wir nun noch die Differenzen von 

(,+6)(,+fc+h)."^.(,+6+(n-i)fc) > «'' Bm(c« + rf) und co8(c« + d) 

bilden, wobei A, bj a^ c und d constante ganze Zahlen seien. 
1) Für 

^W = («+6)(£:+fr+Ä)...(«+6+(n — 1)Ä) 
erhalten wir: 



^e^l^h)(e+b+2h)...{z+b+nh) {z+b)...{^+b+in-l)h) 

— Anh 
"^ {z + b)(ss + b + h) . , .{s + b + nh)^ 

yl%r( \ — Anh — Anh 

'W — (£. + 6+Ä)(£f+d+2Ä)...(£:+6 + (n + l)Ä) (if+6)...(ir + &+"SJi) 

An{n + l)h * 

~{z + b)(,Z'\-b+h),,.{z + b-\-{n+i)h) 

und allgemein: 

A (-ir^n(n+l)...(n4-m— 1)^"* 



-^ ^"'(Ä+6)(£f+5+A)...(Ä+6+(n-l)Ä) (£f + 6)...(« + 6 + («+m— 1)Ä) ' ^^^^ 

2) Für 

ergiebt sich: 

/lf{z) = a*+* — a' = (a* — l)a' , 

z/Y(^) = (a* - l)a'+* - (a* - l)a' — (a* - l)«a' 

und allgemein: 

j^a* = (a* — l)"»«'. (24) 

3) Für 

f{e) = sin {ce + rf) 

findet sich: 

Jf{0) = sin (ciBf + ^* + ^) "~ sin (c£f + rf) — 2 sin y cos \cz -\'%r'\- aj 

= 2 sm y sin^Ci? + rf + - g— j ; 
^YW = 2siny .z/8in(c0 +d + ^^) 

= (2sin^^)%in(.. + d + 2^-^) ^ 
und allgemein: 

z/-sin {c» + d) = (2 sin y)'" sin (cÄ + rf + w ^^) • (25) 

4) Analog erhalten wir: 
Z/-COS (ci9 + (?) = (2 sin ^^f cos (ci? + d + m ^^^) • (26) 

2* 
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Wir schliefsen dieses Kapitel mit der bekannten analogen Formel 
von Leibniz für den Ausdruck der Differenzen verschiedener 
Ordnungen des Productes zweier Functionen: 

^''<p{z)t(^) = g>(^ + wÄ) ^**i^(z) + - Jg){z + nh — h) ^''""^^(j?) 



Drittes Kapitel. 
Znsammenhang zwischen Differenzen nnd Differentialqnotienten. 

§ 8. Die Taylor'sche Formel: 
giebt uns für a; «» a + h: 

Vermittels dieser Formel drücken wir also die erste Differenjs ^f{d) 
durch die Differenticdqtwtienten : 

na), na),... 

aus. 

Wir wollen nunmehr zur Ableitung analoger Fotmeln übergeheft, 

durch die wir die höheren Differenzen: 

d^fia), J'fia),... 
mittels der Differentialquotienten: 

fXa), na), f"\a), ... 

und solcher^ durch die wir umgekehrt die Differentialquotienten mittels 

der Differenzen: 

Jf(a), J'f(a), z/Y(fl), ... 
ausdrücken. 

Hierbei bemerken wir vor allem^ dafs die Gleichung: 

a,) = f{a) + ^ ^fia) + ^—^%- " "^ ^ Y(«) + • • • 

j^ (2r — a)...(« — a — (n — 1)Ä) ^„/./ \ 1^ y (g — o) . . . (jg — a — nh) 

"*" i.2...«.A- "* 'w + Ä — r:2-.T> TT) ' 
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in der unter K eine beliebige gegebene Zahl verstanden ist; wenigstens 
(n + 1) Wurzeln 

z =' a\ a + Ä; a + 2ä; . . .; a -|- wA 
besitzt. 

Es mufs alsO; nach dem Satze von Rolle^ die Gleichung: 



1 y t* \*> »/...y^o— ■• r»fty {9T\ 



er (^— a)...(g~«— n Ä) 
1.2...(n+l)d«' 

welche man aus der vorigen durch w-fache Differentiation nach z er- 
hält, wenigstens (n — w + 1) Wurzeln zwischen a und a + *JÄ besitzen. 
Somit erhalten wir, indem wir 

m = n und if ==» 

flptypfi * 

jnf^a) = ÄY^'XI), (28) 

wobei die unbekannte Zahl | zwischen a und a -j- n/i liegt. 

Bezeichnen wir femer mit dem Buchstaben x irgend eine gegebene 
Zahl, die aufserhalb der Grenzen a und a -f- '</* liegt, und bestimmen 
wir bei m < n die Zahl K so, dafs der Ausdruck: 

1.2. .,111.^ dz^ 

d"'(ir— a). ..(jg — g — (n — 1)70 y/n/'/' \ __ ;?^d"*(jBf — a) .. . (g — g — nTt) 

1.2...n.7t'*(l;B"* ^ 1.2 . . . (n + l)d^ 

für ^ = öc Null wird, so erhalten wir, indem wir auf Gleichung (27) 
den RoUe'schen Satz n — m + 1 Mal anwenden: 

Somit wird: 

^.■)(.)^^^ - - a) (. - a - .) ■ _^ -^-^g>-^) ^„^(^) ^ . . . 

1 . 2 . . . m . /i uo; 

d^"(a?-g)...(g-g~(n-l) fe) ^^. . , d"*(j;— g) ..{x-a- n h) ^^^ ^w. . ,g<^. 
■^ 1.2...n.Ä-da:'" '^^"^ 1.2...(n+l)dx"* ' VS., V ^ ; 

wobei I zwischen der gröfsten und der kleinsten der Zahlen 

a, a + wA, X 
liegt. 

Setzen wir in der letzten Formel r 



so erhalten wir: 



a: = a. 



h^f{m)(x) — B^j'^f(x) + • • • + B;;.^Y(^) + B;;+^Ä'*+*/^'*+'HS)- (30) 
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Hierin ist: 

§ bedeutet irgend eine mittlere Zahl zwischen x und x -\~ nh. 
Auf diese Weise drückt sich der Differentialquotieut 

f'">(a;) 

mittels der Differenzen: 

.d^f(x) ; z/'»+ Y(a:) ; z/"»+ Y(a?) ; • • • 
aus. 

um die umgekehrte Aufgabe zu lösen, d. h. die Differenzen mittels 

der Differentialquotienten auszudrücken, betrachten wir die Gleichung: 

«w»A^)-r(«)-^r(a)-.--?:i^>'(a)-iJ|5|:^j. 

Indem wir in Formel (28) 

CD statt f, X statt a, m statt n 
setzen, erhalten wir: 

Hier bezeichnet der Buchstabe x eine gegebene und der Buchstabe | 

eine unbekannte, zwischen x und x •{- mh liegende Zahl. 

Es sei nun: 

a;>a; A > 

und /'^"+^^(jßf) liege für alle Werte von iSj die zwischen a und x-^-mh 
liegen, zwischen zwei gegebenen Zahlen Lq und L^, so dafs 

Zo^/'<'*+^>W^A für a^ief^a: + mÄ 
ist. 

In diesem Falle sieht man, unter Berücksichtigung der Gleichung: 

€0(0) = m(a) = . . . = cD<»)(a) — , cd^'-*- i)(ir) = /'(»+^)(«) — Z 

und 

J^io{x) — A~©<"»>(6) 

leicht ein, dafs J^c()(x) bei L «^ L^ eine positive, bei L ^^^^ L^ eine 
negative Zahl ist. 

Demnach wird, bei einem Werte von i, der zwischen L^ und i/i 
liegt, ^""{»(a?) gleich: 

gleich Null; wir erhalten also: 
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Aus dieser Formel folgt^ als specieller Fall, für 

a; = a: 

d^f{x) = Alh^f^'^\x)'\ |-^;;»AY^'*K^)+^m"**''*'*"*"'/'^"^'^(^)- (33) 

Hier ist: 
., _ 1 {^-»(«-a)'} m'-- (m-l)' + -\-^(m-a )'+-+m 

^« - fc* l 1.2....- /«=a r^^TTTi (3*) 

und 1} bedeutet eine mittlere Zahl zwischen x und x '\- mh, 

§ 9. Die Formeln (30) und (33) können leicht in eine symbo- 
lische Form gebracht werden. 

Zu diesem Ende leiten wir, uns auf den Fall*) 

f(z) = e' 

beschränkend, mit Berücksichtigung von: 

^ '^ dz '^ dz* "^ dz* 
und 

^e» = (e* - 1)6*, z/V = (e* — 1)V, z/V « (ß* — 1)V, . . . 

aus Formel (33) ab: 

(e* — 1)"» = -4"» A»» + il"»+i Ä»»+^ H 1- il» A" 4- ^"+1 A»+le'^-*, 

und aus Formel (30): 

A«" = J5^(c* - 1)« H h -B^(ß* — l)** + J5^^ A"+i e^-*. 

Indem wir: 

A mit log(l + t) 

vertauschen, können wir die letzte Gleichung umformen zu: 

|iog(i + or--B;s «"+•••+ J5:<»+5:<-»<"+^(^^^^p^«-'. 

Hieraus ist ersichtlich, dals die 

W' I» ' in ^ 

beziehungsweise gleich sind den Coefficienten der 

Ä% A"»+S A'»+^ , . . 
in der Entwicklung von 

und die 

m ' m ' m ' 

beziehungsweise gleich den Ooefficienten der 



*) Das Symbol log soll sich auf die Napier*schen Logarithmen mit der 
Basis t beziehen. 
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in der Entwicklung von 

{logci + o}" 

nach Potenzen von t 

Um zu den gewünschten symbolischen Formeln zu gelangen^ 
brauchen wir nur noch 

h X- statt h , J statt t 
und 



e — 1 == <^ 
zu setzen. 

Wir erhalten dann: 

ex 

und dementsprechend für die Formeln (30) uttc^ (33) die symbolischen 
Formeln: 

?^*)=[W(^)7(,) oder einfach £^^['^i^y (30a) 



^«/-(a;) = 



e*"^* _iry(a;) oder einfach ^"»«= ( e*^ — 1 ) . (33a) 



Die Bedeutung dieser Symbole ist aus dem Gesagten klar. 
Das Symbolische selbst besteht darin ^ dafs 

z/, J\ J\ J\ ... 

nicht als Potenzen von z/^ sondern als Bezeichnung der Differenzen 
verschiedener Ordnungen und dafs 

d_ d*_ d\ a* 
a«' 'dx*> dx^^ dx^^ '" 

nicht als Potenzen der Zahl ^-, sondern als Bezeichnung der Diffe- 
rentialquotienten verschiedener Ordnungen zu verstehen sind. 
So verwandelt sich die Gleichung: 

^ = e ** - 1 
in eine symbolische Darstellung der Tayhr^st^ten Formel 
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Bei der Ableitung der Formeln (30 a) und (33 a) mufs man mit 
dieser symbolischen Gleichung genau so verfahren wie mit einer ge- 
wohnlichen Gleichung. — 

Richten wir unsere Aufmerksamkeit nun noch darauf, wie man 
Differenzen, welche einem bestimmten Werte von h entsprechen, durch 
Differenzen ausdrücken kann, welche einem andern Werte von h ent- 
sprechen. 

Es sei: 

J,*f{z) = J, f{e + Ä.) - J, f{z) , 



ludem wir uau mit den symbolischen Gleichungen: 

zf = e ^' - 1 und z^i = c ' *• - 1 
grade so wie mit gewöhnlichen Gleichungen verfahren, erhalten wir: 



J^"' = 



A 
C 



= j(l + zr)*-l 



Es ergiebt sich so die symbolische Formel: 

r ** 

^,Y(^)= (l + z/)*-l[ f{x), (35) 



Diese Ableitung kann man natürlich nicht als streug bezeichnen. 

Man überzeugt sich jedoch unschwer davon, dafs das erhaltene 

Resultat richtig ist, solange f{x) eine ganze Function von x oder 

~ eine positive ganze Zahl ist. 

In den übrigen Fällen wird die rechte Seite von Formel (35) 
auf die Form der Summe einer unendlichen Reihe gebracht, deren 
Convergenz wir nicht bewiesen haben. 

Diese eine Bemerkung zeigt schon, dafs die gegebene Ableitung 
nicht streng ist. 

Natürlich müfsten wir diese Bemerkung auch bezüglich der 
Formeln (30a) und (33 a) machen, wenn wir sie nicht als den exacten 
Formeln (30) und (33) gleichwertig betrachteten. 
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Als Beispiel diene: 

Hier giebt Formel (35) für jede ganze Function f{x) vierten oder 
niedrigeren Grades von x die exacten Gleichungen: 



9 



67 



1663 



J, fix) = 1 ^lf{x) - ^ J^fix) + ^ J-f{x) - ^ ^Y(x), 



9 



309 



-^iVW = jj^ ^ Y(:r) - j^ ^Y(a;) + j^ ^Y(a;), 



^xY(^) = i ^ Y(^) - 



27 
20000 



^'f{x), 



Für andre Functionen sind die letzten Gleichungen nicht exact; 
bei genügend kleinem A ist ihr Fehler jedoch nur unbedeutend. 



Tabelle der Werte f&r 

(m + l)(m + 2)...i^; =(?• 





«»1 

1 


«»2 


.=-3 

1 


1 


t»6 

1 
16 


i»6 


t = 7 

1 


1 


t»9 

1 

266 


t»10 


m= 1 


1 
1 


1 

31 
90 


1 

611 

9330 


m=» 2 


3 


7 
6 

1 


63 
301 


127 


m-B 3 




— . _ 


1 


26 


966 


3026 


m=s 4 




10 


66 
16 


360 
140 
21 


1701 
1060 


7770 


34106 


m«=- 6 




1 


6961 


42626 


«1= 6 
w« 7 






1 


266 

28 


2646 
462 


22827 




— — 




1 


6880 


m=^ 8 


— — 




— — 

1 


36 


760 


in= 9 
«1 = 10 


- 













1 


46 








1 1 



§9.] Zusammenhang zwischen Di£Ferenzen und Di£ferentialqaotienten. 
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Zur successiven Berechnung der Zahlen: 
benutzt man bequem die Beziehung 

m m ' m— 1 

Tabelle der Werte fttr 

(- iy-'«{m + l)(m + 2) . . . »^i. « Dl 



m» 1 


io»l 


t — 2 
1 
1 


t-8 


i'»4 
6 


1 


» = 7 

720 

1764 


»»8 

6040 

13068 


»»9 
40320 


t»10 
362880 
1026676 
1172700 


1 


2 


24 
60 
86 


120 


m— 2 


3 


11 

6 
1 


274 


109684 

118124 

67284 


m» 8 







1 


226 


1624 
736 
176 


13182 
6769 


m» 4 




10 


86 


723680 

269326 

68273 


in=- 6 








1 


16 


1960 
322 


22449 


m» 6 


• 






, 


1 


21 


4636 


ifi=- 7 












1 


28 


646 


9460 


m» 8 










— - 




1 


36 


870 
46 


m— 9 


- 


1 


m— 10 






1 










1 



Zur successiven Berechnung der Zahlen: 

^« = (- ly-'C»» + l)(m + 2) . . . iBl 
kann man folgende Beziehung benutzen: 

in wi • ffi— 1 

Litteratar. 

Lagrange: Sar une noayelle esp^ce de calcul (Oeuvres III). — Memoire sor la 
m^thode d*interpolation (Oeuvres V). 
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Viertes Kapityel. 
Herstellung nnd Beimtznng mathematischer Tabellen. 

§ 10. Es sei die Aufgäbe gestellt^ eine TabeUe saccessiver Werte 
einer Function f{e): 

f{a), f{a + h), f{a + 2Ä), f{a + 3Ä), f{a + 4Ä), . . . (36) 

anzulegen, wobei die Differenz je zweier benachbarter Werte von jet 
gleich einer und derselben Zahl h sei. 

Bei solchen Berechnungen ist es oft nützlich, die Differenzen ver- 
schiedener Ordnungen: 

df{z\ J'f{z), J'f(z\ . . . 

in Betracht zu zielten, d. h. das Wertesystem (17) zu bilden. 
Ist z. B. 

/•(;?) = 10r^- 101^«- 109^+ 1799, a = 0, h = \, 

so nimmt Tabelle (17) folgende Gestalt an: 



m 
** 


/'W 


Jf^Z) 


^YW 


^Y(^) 





+ 1799 




200 


-142 


+ 60 


1 


+ 1599 




342 


- 82 


+ 60 


2 


+ 1257 




424 


- 22 


+ 60 


3 


+ 833 





446 


+ 38 


+ 60 


4 


+ 387 





408 


+ 98 


+ 60 


5 


— 21 




310 


+ 158 


+ 60 


6 


- 331 




152 


+ 218 


+ 60 


7 


483 


+ 


66 


+ 278 


+ 60 


8 


- 417 


+ 


344 


+ 338 


+ 60 


9 


73 


+ 


682 


+ 398 


+ 60 


10 


+ 609 


+ 1080 


+ 458 


+ 60 



Hierin sind alle Werte von ^^f{z) gleich -(- üO. 

Es ist nun nicht schwer, einzusehen, dafs man nach der Berech- 
nung von 

/•(0) = 1799, z//'(0) = — 200, ^Y(0) = — 142 

alle übrigen Werte der Tabelle successive durch Addition (oder Sub- 
traction) erhalten kann; es ist nämlich: 
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^Y(l)=_ 142+ 60 82, ^/•(2)=— 82+ 60=— 22, 

^Y(3) 22+ 60=-+ 38... 

^/•(1)=_ 200—142= 342, J f{2) 342— 82=- 424, 

^/•(3)=.- 424— 22=- 446... 

/■(1)= 1799-200= 1599, /•(2)=+ 1599 -342 1-1257, 

/•(3) h 1257 -424 1- 833... 

Indem wir zur aUgemeinen Betrachtoi^ übergehen, nehmen wir 
an, dsXB im System (17) sowohl: 

als auch alle Werte von ^''+^f(e): 

//"+V(a), ^''+'/'(a + A), ^•+Y(o + 2Ä), . . . 

berechnet seien. Auf Grund dieser Zahlen finden wir alsdann durch 
Addition: 

^"/■(a + A) = ^'fia) + ^"+ Y(o)i • • • 
^'~ Y(a + Ä) = ^'-^f(a) + ^"/"(o), . . . 



J/\a-i-h)^Jfia)+^'fid), ^/•(a+2A)=zi/^(a+Ä) + z/Y(a-|- //),... 
/(a+Ä) = /-(a) + ^f{a), f(a + 2Ä) = /-(a + Ä) + Jf(a + A), . . . 

Ist /"(jsf) eine ganze Function n**" Grades von g^ so wird die Diffe- 
renz (n + 1)*®' Ordnung 

fär jeden Wert von zu Null und es genügt 

f{a), Jfia), ^Y(a), ..., ^Y(a) 

zu berechnen, um alle übrigen Zahlen der Tabelle (17) successive durch 
Addition zu erhalten. 

In diesem Falle läfet sich Tabelle (17) auch leicht nach der ent- 
gegengesetzten Seite hin erweitem mittels der Gleichungen: 

^•/(o) = J»f(a — Ä) = J'fia — 2h) — J'fia — 3Ä) = • • • 
^— Y(a — Ä) = J'-^fia) — J'f{a — h), . . . 
J'-*f{a — Ä) = J'>-*f{a) — J'-'^fia - h), ... 



Jf(a-h)=Jf{a) — J*f(a -h), ... 
f(a-h)^f(a) — df(a-h), f(a-2li)=f(a-h) —Jf{a~2h),... 



4 


— 21 


-3 


+ 947 


-2 


+ 1533 


- 1 


+ 1797 





+ 1799 


e 


/•(«) 



-382 


+ 60 


-322 


+ 60 


— 262 


+ 60 


202 


+ 60 


142 


+ 60 


^VW 


^YW 
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So erhalten wir z. B.^ wenn wir die früher gefundene Tabelle der 
Werte von: 

f{fs) = lOier» — lOlf^ — 109jEr + 1799, ^f{ß), ^^f{z), -^ Y(^) 

nach der entgegengesetzten Seite erweitern: 

•*, ••• ..• ••• «•• 

+ 968 
+ 586 
+ 264 

+ 2 
— 200 

Die so gefundenen Zahlen zeigen unter anderem auch, dafs die 
Gleichung: 

lOr^ ^V^W— 109;? + 1799 = 

je eine Wurzel in den Intervallen: 

4 bis 5; 9 bis 10; - 4 bis — 3 
besitzt. 

Für andere FuncHonen f{z) wird der Ausdruck 

nicht Null; er ist aber oft^ hei kleinen Intervallen, 5# Idein, dafs man ihn 
in den angenäherten Berechnungen vernachlässigen und Tabelle (17) aus 
den gegebenen Werten: 

f(a), Jf{a), ^'f(a\ . . . , J-f{a) 

genau so bilden kann une für die ganzen Functionen n^^ Grades. 

UmdenFehler solcherNäherungsrechnungen abzuschätzen, 
erinnern wir uns, dafs sie uns statt f{g) die ganze Function: 

F(.) = Aa) + '-^^A«) + ^M^-2^ 

^ 1.2. ..nÄ" '^ ^ 

liefern, welche för: 

= a, a + Ä, a + 2A, . . ., a -^ nh 

mit f{js) zusammenfallt und der Bedingung: 

J''-^^F{g)^0 
genügt. 

Dabei ist die Differenz: 

f(e) - F(z) 
gemäfs Formel (20) gleich 
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(g — g) (g — g — fe) . . . (jg — o — nft) /xn+i)m 
1.2...(n + l) ' ^^^^ 

wobei I zwischen der gröfsten und der kleinsten unter den Zahlen 

z\ a; a + nh 
liegt. 

In unsrer Tabelle ist die Variable z successive gleich: 

a; « + Ä; ö + 2Ä-, . . . ; a + nÄ; a •{- {n + 1)Ä; . . . 

Daher erhalten wir, e mit a -^-Tch vertauschend, für den ge- 
nannten Fehler den Ausdruck: 

fc(A;-— 1).>.(A; — n) ^^^.j w»+i)/fc\ 
1.2...(n + l) ' W- 

Hierin bedeutet Ic eine positive ganze Zahl und liegt | zwischen 
a und a + tÄ. 

Bisher haben wir angenommen, dals die Tabellenwerte 

f{a), Jf(a), ..., d'fia) 
genau seien. 

Wenn jedoch die wahren Werte dieser Zahlen von denen der 
Tabelle abweichen, so enthalten unsre Berechnungen noch einen andern 
Fehler, da in diesen Fällen die wahren Werte von F{b) allgemein nicht 
mit den tabellarischen Werten zusammenfallen. 

Wir bezeichnen die Differenzen zwischen den wahren und den 
tabellarischen Werten der 

beziehungsweise mit: 

Dann ist die Differenz zwischen den wahren und den Tabellen- 
Werten von F{a + äA) gleich: 



Ä . Hh^\) ft(fc-i)...(fc-.n-f 1) 



£« 



-OT^l'i^ 1.2 ^2^ -r 1.2. ..n 

Wenn wir also alle Zahlen der Tabelle (17), unter Vernach- 
lässigung der Differenzen (n -{- 1)^' Ordnung, durch Addition solcher 
angenäherter Werte der 

f{a), ^f{a\ J^f{a\...,d-f{a) 

herstellen, welche sich von den wahren Werten um: 



£q , «2 , f 2 ; • • • > *» 



unterscheiden, so ist die Differenz zwischen dem wahren Werte von 
f{a + ÄÄ) und dem der Tabelle gleich: 

^o-t-'^^i-l- 1,2 ^2i- -r i.2...n ^« 



~ 1.2...(n+l} ' ^^^' 
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Es sei z. B. 

f(js) = Log (mit der Basis 10), a = 30000, Ä = 1; 
femer seien uns die Näherungsgleichungen gegeben: 

f{a)^=^ 4,477121254 mit einer Genauigkeit bis auf yö»> 

1 



jf{a) = 0,00001447624 



n 



n 



7) 



ff 



fy iQiif 
1 



ff 



ff 



ff 2 . 10" 



z/ Y(a) = - 0,000000000483 „ 

Wir setzen: 
4,477121254 = ^, 0,00001447624 = -B, 0,000000000483 « C 

und bilden eine Tabelle successiver Werte der: 

a + 1, a + 2, , . . : 



für 



a, 



e 


F^(ß) 


JF,{ß) 


J*F^ 


W 




30000 


4,477121254000 


0,000014476240 


0,000000000483 


30001 


4,477135730240 


14475757 






483 


30002 


4,477150205997 


14475274 






483 


30003 


4,477164681271 


14474791 






483 


30004 


4,477179156062 


14474308 






483 


30005 


4,477193630370 


14473825 






483 


30006 


4,477208104195 


14473342 






483 


30007 


4,477222577537 


14472859 






483 


30008 


4,477237050396 


14472376 






483 


30009 

• • • 


4,477251522772 


14471893 




• 


483 

• • • 



In dieser Tabelle sind uns die Zahlen der ersten Zeile: 

gegeben; desgleichen die Zahlen der letzten Colonne: 

J*Fi{a) = J*F^{a + 1) = J^Fi(a + 2) = • • •; 

alle übrigen Zahlen bilden wir uns successive durch Addition. 
Nach dem Gesagten ist die Differenz: 

gleich: 
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wobei 

g>a- 30000, V<(iV.)^ *x*<(i^)*, V<(dö^)* 
ist. 

Dabei haben wir: 

/•(*)=Log., rw=f, rw — ?, rw--^, 

wo M den Modul der natürlichen Logarithmen: 

0,4342944819 . . . 
bedeutet. 

Hieraus ei^ebt sich leicht, dafs der absolute Betrag der Differenz: 

Log(a + Äj) — Fi(a + k) 
kleiner als 

10* "• 10" "• 4. 10" • 2 . 10" 

ist. 

Dieser letzte Ausdruck wächst mit Je, bleibt aber kleiner als t^ , 
solange k kleiner als 100 ist. 

Wenn wir also die begonnene Tabelle der Werte der 

bis s! s= 30100 veryoUständigen und Log e gleich F^{e) setzen, so wird 
der Fehler keiner der Zahlen 

Log 30001 , Log 30002 , . . . , Log 30100 
den Wert t^^ übersteigen. 

Zum Vergleiche führen wir einige Werte von F^ (is) und Log sf an : 
Log 30000 = 4,47712. 12547 . . . , F^ (80000) — 4,47712. 12540.00, 



Log 30010 = 4,47726.59954 . . . 
Log 30050 = 4,47784.44763 . . . 
Log 30100 = 4,47856.64955 . . . 
Log 30200 = 4,48000.69429 . . . 
Log 31000 = 4,49136, 16938 . . , 
Log 40000 = 4,60205.99913 . . . 



Fl (30010) = 4,47726.59946.65, 
2?;(30050) •= 4,47784.44743.25, 
Fi(30100) •= 4,47856.64871.50, 
Fl (30200) == 4^48000.68903.00, 
Fi(31000) — 4,49135.62355.00, 
F, (40000) = 4,59773.60690.00. 



§ 11. Die Tabelle (17) kann eugleieh eur ControUe der erhaltenen 
Besuitate dienen, wenn alle Zahlen: 

/•(a), fia + h), /•(a + 2A), ... 

unabhängig von einander berechnet worden sind. 

Der Fehler der Zahl 

f(a + mh) 

Mark off, DiffereManrechnosg. 3 
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tritt namlicli wie die Zahl selbst in dem Ausdrucke: 

^YW = /■(«+«*) - i/'(«+(»-l)A)+^-r(«+ (« -2)h)—-±f(g) 

für e = a -{- (tn — n)h mit dem Factor 1 , 

„ «r = ö + (w — n + 1)A „ „ „ n, 

„ « = a+(f» — n + 2);» „ „ „ **^""^^\ 



?7 






1.2. ..t 



ff 
ft 



= a + (w — 1)A „ „ „ n, 

yersehen auf und wird wenigstens in den Fällen merklicher^ wo die 
wahren Werte yon ^f(e) sehr klein sind. 

Hierbei hat man zwei Kategorien yon Fehlem zu unterscheiden. 

Die einen Fehler kommen mehr oder weniger in alle Resultate (36) 
hinein und entstehen dadurch, dafs wir notwendigerweise gewisse sehr 
kleine Gröfsen yernachlässigen. 

Solche Fehler können wir unvermeidliche Fehler nennen , um sie 
yon den Fehlem der andern E^ategorie zu unterscheiden, die wir 
zufällige nennen wollen. 

Diese letzteren schleichen sich bei der Berechnung einzelner Zahlen 
ein und entstehen durch Unachtsamkeit. 

Die obere Grenze der unyermeidlichen Fehler in den erhaltenen 
Werten yon f^z) bezeichnen wir, sie als bekannt yoraussetzend, mit 
dem Buchstaben d. 

Wir bezeichnen ferner mit: 

di die DiflF. zwischen d. wahren und d. berechneten Werte yon f(a + ih) 
"• ff ff ft ff ff ff ff ff ff ff ^fifi-Tth) 

^i ff ff ff ff )f ff ff >f ff ff ^ tifl T" ^h) 

"' n ff ff ff ff ff ff ff ff ff ^^fifi-^-ih) 

u. a w. * 

Mit Benutzung dieser Bezeichnungsweise können wir, wenn wir 
bei den Differenzen dritter Ordnung stehen bleiben, die Gleichung 
aufstellen: 

Diese Gleichung zeigt, dafs der absolute Wert yon Sii' kleiner als 
id ist, wenn nur in keiner der Zahlen 



§ tl.] Herstellung nnd Benutzuog mathematischer Tabellen. 35 

f(a + ih), f(a + (i+l)h), f(a + (i + 2)h), f(a + {i + 3)h) 

zußLllige Fehler enthalten sind. 

Ist also^ im Gegensatze hierzu^ der absolute Wert von Ö'/' gröfser 
als 8ö, so kann man sicher schlieCsen; dafs in einer der Zahlen 

ein zufalliger Fehler vorhanden ist« 

Betrachten wir nun die sieben auf einander folgenden Zahlen: 

f(a + mÄ — 3h), . . . , /*(a + mh), . . . , f{a + mh'\' 3h) 

unter der Annahme, dafs nur die mittelste Zahl, f(a -|- mh\ einen zu- 
falligen Fehler enthalte, dafs also: 

sei. 

Alsdann leitet man leicht aus den Gleichungen: 

dro_8 = ätn Sdm— 1 + Sd^ — J — Sm — Sy 

*m — 2 = *m-f-l — 3*m + 3^^ — 1 — <Jm— Ä , 

SZ—l «= 9m-\-i — 3tfm + l + 3dm <Jm — 1, 

am = *fii+8 — 3dmJ^2 + 3*^4-1 *m , 

die Ungleichungen ab: 

C-3-7* <d«< C + 7*, 

— ^ *TO— Ä — 3-d<*m< — -3 ^— « + s" *; 

3^ *m-i — 3^ * < *TO < 3- *m— 1 + "3 *; 

- C - 7<J<*«<~ C +7*. 

Diese Ungleichungen bestimmen bis zu einem gewissen Grade »m, 

wenn uns nur die angenäherten Werte der 

ji'" «,/// j^fff 



s/ff 9jrt ^fft «,/// 

bekannt sind. 

Wenn all den letzten Ungleichungen nicht gleichzeitig genügt 
werden kann, so müssen wir auf da« Vorhandensein eines zufalligen 
Fehlers in einer der Zahlen 

/•(a+wÄ — 3Ä), ...,/*(a+mA— Ä), /"(a+mÄ+Ä), ...,/*(a + wÄ+3Ä) 

schliefsen. 

Sonach hönfien wir aus den Werten der Bijferemen verschiedener 
Ordnungen nicht nur einen Schlufs auf dcts Vorhandensein eines Fehlers 
machen, sondern sogar seinen Ort, sowie, bis m einem gewissen Grade 
wenigstens, auch seine Oröfse bestimmen; dies letztere jedoch nicht 
immer. 

3* 
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Zu demselben Zwecke können auch Ausdrücke dienen^ die aas 
einigen Differenzen gebildet werden; z. B.: 

^ YW + 3z^Y(i^— Ä) + GJYi^— 2Ä) + 2^Y(e — 3Ä) 

= f(js+U) - 8f(0) + 9f(0 — Ä) - 2f{g - 3Ä), 

2^ YW + 6^ Y(i2f - Ä) + 3 ^ Y(i? - 2A) + ^ Y(^ - 3A) 

=2/-(ji?+3Ä)-9/'(i9+Ä)+8/*(0)-/'(i^— Ä). 

§ 12. Es sei nun die Tabelle (36) der suceessiven Werte der 
Function /*(«) gebildet und in entsprechender Weise controlliert 

Eine solche Tabelle kann man alsdann nicht nur zur unrniiMbaren 
Bestimmung der in ihr enthaltenen Werte von f{z) verwenden^ sondern 
vermittels einer der Interpolationsformeln auch mr angenäherten Bestim- 
mung andrer Werte derselben Function, 

Im Folgenden wollen wir diese Benutzung mathematischer Tabellen 
und Interpolationsformeln an einigen Beispielen erläutern. 

Beispiel 1. Es soll die bekannte Anwendung gewöhnlicher 
(7-stelliger) Logarithmentafeln auf die Berechnung des Loga- 
rithmus einer beliebigen Zahl behandelt werden. 

Es sei also der Logarithmus einer gegebenen Zahl B zu berechnen. 

Durch Multiplication von B mit einer positiven oder negativen 
Potenz der Zahl 10 können wir stets eine solche Zahl 

10*J5 

erhalten^ dafs die in ihr enthaltene ganze Zahl 

A 

fünfstellig ist. 

Dementsprechend setzen wir 

WB = Ä + x. 
Nun entnehmen wir der Tabelle die Werte von 
Log Ä und Log (J. + 1) — Log Ä, 
und berechnen den Logarithmus von B nach der Näherungsformel: 
Log B — Log Ä -{- X [Log (-4 + 1) — Log Ä] — i. 

Um den im so berechneten Werte von B enthaltenen Fehler ab- 
zuschätzeU; ziehen wir die Newton'sche Interpolationsformel (20) heran. 
Für 

f(£) = Log(A + e) — i, a = 0, ä=1, n=l 

giebt uns Formel (20): 
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Log B = Log (^ + 0?) — i 

= Log ^ + a:{Log(^ + 1) - Log ^}— i + g^^^^^ r, 

wobei 

0^rr<l, 10*<^<10% |>0, -M = 0,434... 

ist. Daher ist in der Ton uns aufgestellten Gleichung: 

Log B = Log J. + a; { Log (4 + 1) — Log A) — i 

der Fehler gleich 

Mxjl — x) 

d. h. kleiner als 

1 

16 . 10» ■ 

Nun muTs man noch die unvermeidlichen Fehler in den Tabellen- 
werten von 

Log Ä und Log (Ä + 1) 
berücksichtigen. 

Als obere Grenze der Fehler einer gut controllierten 7-stelligen 
Logarithmentafel können wir 



2.10' 

annehmen. 

Demnach wird der Fehler des Ausdruckes 

Log A-^- X [Log ( J. + 1) — Log A'\ 
die Grofse 



2 . 10^ 
nicht übersteigen. 

Wir können also, bei Anwendung der bekannten Regel 
für gewöhnliche siebenstellige Logarithmen, für den Loga- 
rithmus einer beliebigen Zahl einen angenäherten Wert er- 
halten, welcher sich vom wahren Werte nur um eine Gröfse 
unterscheidet; die kleiner als 



2.10' ' 16. 10^ 

ist, vorausgesetzt, dafs unsere Rechnungen völlig fehlerlos sind. 

Beispiel 2. Die (7-stellige) Logarithmentafel dient be- 
kanntlich auch zur Lösung der umgekehrten Aufgabe, näm- 
lich der, B selbst aus dem gegebenen Werte von Log J3 zu finden. 

Wir wählen dazu eine fünfstellige ganze Zahl 

A 
und eine positive oder negative Zahl i der Art, dafs der gegebene 
Wert von Log B 
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zwischen 

Log A — i und Log (A-\-l) — i 
enthalten ist. 

Hierauf berechnen wir eine Zahl y nach der Formel: 

Log B — Log A -{- % 
^ Log ( A + 1) — Log A 
und setzen 

10* 

Hierbei bedeuten 

Log A und Log (A + 1) 

nicht die wahren, sondern die tabellierten Werte der Logarithmen von 

A und -4 + 1. 

Wir bemerken noch, dafs man sich statt des wahren Wertes Ton 
Log B gewöhnlich mit dem angenäherten begnügen mufs. 

Bei der Abschätzung des Fehlers in dem so gefundenen Werte 
der Zahl B beschränken wir uns auf die Fälle, in denen für unsere 
Daten die Ungleichung: 

10* 10' 

gilt. 

Alsdann differiert, nach dem Gesagten: 

LogJB 
von 

Log A + [WB — A] {Log(A + 1) - Log ^ } - i 

um weniger als 

2.10^ ' 16. 10» 

Somit ist der Fehler der Näherungsformel 

■r» -^ I Jl- Log B — Log A + i 

~ 10* 10^ Log(-4 + l) — LogA 
kleiner als 

^ I ^ 

2 .10^+^ 16.1 0^+^ 
hog(A + 1) — Log A 

Andrerseits entspricht dem Fehler s im Werte von LogJ3 der 
Fehler 

8 

lö^ 

Log(J. + 1) — Log A 
im Werte des Ausdruckes 

y 1 Log B — Lo g A + i 

10* '^ 10* Log {A + i) — LogÄ ' 
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Infolgedessen kommt man leicht zu dem Schlüsse: 
Wenn der Fehler des gegebenen Wertes von Log B kleiner 
als B ist, so ergiebt die bekannte Näherungsformel: 

^ A + y Ä . 1 LogB-LogÄ + i 



IG* 10* lO' liOg{Ä + 1) — LogÄ 

die Möglichkeit, mittels der gewöhnlichenLogarithmentabelle 
für B einen solchen angenäherten Wert zu erhalten, dafs er 
sich Tom wahren um weniger als: 

10'^ 2.10^+*^ IB. 10»+' 
Log(i4 + l)-Log^ 

unterscheidet. 

Beispiel 3. Mit Hilfe der yon mir zusammengestellten 
Tabelle*) der Werte des Integrals: 



fer^dt 



wollen wir 



« 



CO 

je-^dt 



0,4769869 

berechnen. 



Zu diesem Zwecke entnehmen wir der Tabelle folgende Zahlen: 



j» 



e 


fi,)^J^^dt 


lO"^/-(«) 


10"^Y(«) 


10" ^Y(«) 


0,476 


0,44385958433 


- 79687911 


+ 75987 


+ 84 


0,477 


0,44306270522 


- 79611924 


-1- 76071 




0,478 


0,44226658598 


- 79535853 






0,479 


0,44147122745 









Hierauf setzen wir in der Newton'schen Formel (20): 
f{e)=fe-''dt, a«= 0,476, ä = 0,001, «==0,4769363, n -= 3, 

/•(a) =0,44385958433, ^/"(a) ^?^, J»f(a) = ^, ^ Y(a) =^ , 

das Restglied 

1.2.8.T ' W 

yemachlässigend. 

Auf diese Weise gelangen wir zu der Näherungsgleichung: 



*) Markoff: Table des valeurs de Tint^grale je'^dt 

X 
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0,4769868 



e-^'dt = 0,44385958433 — 0,9363 • '^-—^ 

, 0,9868(0,9368—1) 76987 . 0,9868(0, 9868— 1) (0,9868— 2) 84 
I ir~ö * lAii n 



1.2 10" ' 1.2.8 10" 

und erhalten so, indem wir die angedeuteten Operationen ausfiüiren: 
0,9363 — 1 = - 0,0637, 0,9363 ~ 2 = - 1,0637 



84 
73601 X *) 

840 

50 

3 


759572 
73600 X *) 

45547 

2279 

532 


796903303 
36390 X *) 

717212973 

23907099 

4781420 


893:3 


48385 : 2 

24193 
- 79687911 


239071 


-298 
+ 75987 


— 746140563 
-1- 0,44385958433 

0,443113443767 


+ 759572 


796903303 





00 



fe-^dt = 0,44311344377. 

0,4769868 

Natürlich dürfen wir unser Resultat nicht als völlig exact aus- 
geben, da wir in der Newton'schen Formel das Bestglied vernach- 
lässigt und auTserdem die wahren Werte von 



CO 



00 



f(a) =fe-^dt, f(a + h) ^fe-^dty f{a + 2A) ^fe-^dt, 



0,476 



0,477 



0,478 



oo 



f(a + 3Ä) =fe-^dt 



0,479 



durch angenäherte ersetzt haben. 

Zu diesen beiden Ursachen der Ungenauigkeit des Resultates tritt 
noch eine dritte hinzu: die Fehler in den Rechnungen selbst. 
Bezüglich der Fehler der Tabellenwerte von 



CO 



00 



00 



fe-^dt, fe-'^dt, fe-^dt, fe-^dt 

0,476 0,477 0,478 0,479 

kann man garantieren, dafs keiner von ihnen die Grofee „-^nüi erreicht. 



2.10^ 



*) Nach der ßegel von Oughtred (London 1631) schreiben wir den Multi- 
plicator in umgekehrter Reihenfolge der Ziffern. 
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Infolgedessen überzeugt man sich leicht, dafs der Fehler*) des 
Resultats, der infolge der TJngenauigkeit der Tabellen entsteht, kleiner 

als j^ ist. 

Desgleichen überzeugt man sich leicht davon, dafs in unserm 
Beispiel das Eestglied der Newton'schen Formel kleiner als yöü ^^t, 
und dafs der Fehler, der infolge der TJngenauigkeit der Rechnungen 
entsteht, kleiner als t^ ist. 

Demnach unterscheidet sich der wahre Wert des Integrals 

fe-^dt 

0,4769868 

vom gefundenen: 

0,44311344377 

um weniger als r^- 

Beispiel 4. Dieselbe Tabelle der Werte des Integrals: 

fe-''dt 

kann auch zur angenäherten Lösung der Gleichungen von 
der Form 

oo 

fe-'^dt = Ä 

X 

dienen, wobei A eine gegebene und x eine unbekannte Zahl bedeutet. 
Es sei z. B. 

A = 0,08862269255. 

Wir entnehmen für diesen Wert von A zur Bestimmung der Un- 
bekannten X folgende Zahlen aus der Tabelle: 



00 



1.163 0,08864522603 —25827455 +60057 —90 

1.164 0,08838695148 —25767398 +59967 

1.165 0,08812927750 —25707431 

1.166 0,08787220319 

Hierauf ersetzen mr, unter Benutzung der Newton'schen Formel, 
die transcendente Gleichung 

*) Beim Anfsuchen der oberen Grenze dieses Fehlers formen wir die 
Newton'sche Formel in die von Lagrange am. 
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00 



fe-''dt = 0,08862269255 

X 

durch die Gleichung S**** Grades 

0,08862269255 — 0,08864522603 - 0,25827455 (x - 1,163) 

+ 0,300285(a; - l,163)(ir — 1,164) 

— 0,15(a; - l,163)(ir - l,164)(a; - 1,165), 
die wir auch 

_ 1 1 AQ _L 0»0886462260S — 0,08862269266 + tfr(a;) 
X — l,lbö i ö;26827466 

schreiben können, wobei 

• if(x) = 0,300285 (x — 1,163) (x — 1,164) 

— 0,15 (x - 1,163) {x ~ 1,164) (x — 1,165) 
ist. 

Die Losung dieser letzten Gleichung wird dadurch erleichtert, 

dafe X — 1,163 eine kleine GroDse ist. 

Wir können daher in erster Annäherung: 

1 1 ßo I 0,08864622608 — 0,08862269266 

X — 1,1 W i ö;2682"7466 "" ^^ 

setzen; weiter in zweiter Annäherung: 

_ 1 1 ßQ _1_ 0,08ftg^622608 — 0,08862269266 + tpix^) 
X— l,lb*J i 0,26827466 ^' 

in dritter Annäherung: 

1 1 ÄQ I 0,08864622603 — 0,08862269266 + -^Ca;,) 
X = 1,100 H Ö;26827456 =" ^^ 

u. s. w. 

Auf diese Weise könnten wir, wenn es sich um die Lösung der 
Yon uns gebildeten Gleichung 3^®° Grades handelte, eine beliebige Ge- 
nauigkeit erreichen. 

Aber die yon uns ins Auge gefalste Wurzel der Gleichung S***' 
Grades ist wahrscheinlich nicht gleich der Wurzel der transcendenten 
Gleichung 

00 

J'e-'^dt -= 0,08862269256 

und deshalb ist eine zu grofse Annäherung hier nicht am Platze. 

Ehe wir uns nun zur Berechnung selbst wenden, wollen wir uns 
mit der Abschätzung des möglichen Fehlers beschäftigen; wir yer- 
abreden dabei, sämmtliche Zahlen in Decimalbrüchen auszudrücken. 

Nehmen wir an, wir seien bei der Näherungsgleichung 

X =jP 

stehen geblieben. 
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Auf den Grad der Genauigkeit dieser Näherungsgleichuug können 
wir aus der Gröfse der Differenz 



OD OD 



schliefsen : 

Wenn der absolute Wert dieser Differenz kleiner als b', aber 
grofser als s'' ist; so müssen, bei 

1,163 <p< 1,164 

die Ungleichungen*) gelten: 



b'> 



ß- 



dt 



>|(l)-a;)6-<M«*)' 



> 



und 



1,165 



1,164 



> I 0,2576 (p — x) 



ff 



B < 



P 

fe-'^dt 



< 



ÖfiÖl J^ 



1,168 I 



1,16S 



<!0,26(p — rc) 



woraus 



folgt. 



>,26 <1> — ^ < 0, 



€ 



2676 



All unsem Berechnungen liegen die Newton'sche Formel und die 
Tabellenwerte der Integrale 

OO 00 QO 00 

fe-^dt, fe-^dt, fe^^dt, fe^^dt 



1,168 



1,164 



1,166 



1,166 



ZU Grunde. 

Die wahren Werte der Integrale 

OO OD ac OO 

fe-^dt, fe-^dt, fe^'^dt, fe^'^dt 

1,168 1,164 1,165 1,166 

sind uns jedoch unbekannt und wir können nur behaupten, dafs jedes 
Ton ihnen sich von der entsprechenden Zahl der Tabelle um weniger 

als 2~iQ^i unterscheidet. Auch der genaue Wert des Restgliedes in 
der Newton'schen Formel bleibt unbekannt. 



*) In denen die senkrechten Striche | | andeuten sollen, dafs wir den abso- 
luten Wert der betrachteten Gröfsen nehmen. 
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Mit Berücksichtigung dieser Bemerkungen überzeugt man sich 
unschwer davon, dafs man in keinem der nach der angezeigten Methode 
gefundenen Näherungswerte yon x noch für die elfte Decimale garan- 
tieren könne, da der Fehler die GroDse 



2.10" 



0,8 



6 . 10*« 



erreichen kann. 

Aus diesem Grunde werfen wir in den Zahlen 

^if ^} ' ' ' 

die zwölften und die weiteren Decimalen weg. 
Führen wir jetzt alle Operationen aus: 



+ 1 



0,08864622608 
0,08862269266 

0,000022688480 


0,26827466 


- 




20661964 


0,00008724622 
1,16808724622 
0,00091276878 
0,00191276878 


Xi — 1,163 


1871616 
1807922 


Xi (erste Annäherang) 
1,164 — X, 


68694 
61666 


1,166 — «1 


11989 
10881 




1608 
1660 


0,16 


68 


. . 72 191000 X 


62 

6 
6 


160 

186 

2 



+ 287 
-f 0,800286 



0,800672 



0,000274848 


878672190000 x 


226427800000 x 


270616 


21948 


8006 


1920 


601 


66 


210 


11 


16 


2 


1 


^(xj » — 0,000000028986 


0,000274848 
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0,000000028986 

0,000000028935 
28246 



690 
617 



173 
166 



18 
18 



0,26827466 



— 0,00000009267 
+ 1,16808724622 



— X, 



1,16808715856 
0,00008716366 
0,00091284645 
0,00191284646 



Xc 



(zweite Annäherung) 



x^ — 1,168 

1.164 — Ä, 

1.165 — X, 



0,16 
. . 82 191000 X 

+ 287 
+ 0,800286 

0,800572 
646482190000 X 

270516 

8006 

601 

240 

12 

2 



0,000274876 



0,000274876 
658617800000 x 

21960 

1920 

27 

14 

1 

0,000000023912 = 
+ 28986 

0,000000000028 
28 



^(«i) 



0,26827465 



0,00000000009 — ajg — «, 



x^ =» 1,16808716864 (dritte Annäherung). 



Bei unserer Bereclmmigsmethode fallen alle weiteren Annäherungen 
mit der dritten zusammen. 

Um über den Grad der Genauigkeit der Näherungsgleichung 

X = 1,16308715364 
urteilen zu können, wollen wir das Integral 



ac 

fi 



— r» 



dt 



1,16808716864 

nach der Methode auswerten, die im 3^*^ Beispiele auseinandergesetzt 
worden ist: 
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90 
. . . 82191 X 

900 

810 

9 

3 



1722:3 



-1-574 
-f- 60057 

601144 



601144 
. . . 36482190 X 

541030 

6011 

1202 

481 

24 

4 

548752 : 2 

— 274376 
— 25827455 

258548926 



258548926 
46351 7800 X 

20683914 

1809842 

25855 

12927 

776 

155 

11 



— 22533480 
+ 0,08864522603 

"^8622692550 



00 



ß 



e-^dt = 0,08862269255. 

146808715864 

Man mulB hierbei natürlich die drei Ursachen der Fehler beachten, 
von denen wir im dritten Beispiele schon gesprochen haben (Weglassen 
des Bestgliedes, Ungenauigkeit derTabelle,TJngenauigkeit der Rechnungen). 

Es ist nicht schwer, sich dann zu überzeugen, dafs der wahre 
Wert des Integrals 



ß 



— #» 



dt 



sich Yon 



12 



1,16808716864 



0,08862269255 



um, weniger als j^r^ unterscheidet 



10' 



Dementsprechend ist der absolute Wert der Differenz 

x— 1,16308715364 



12 
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26 . 10*« 10" 

wir, mit Yernachlässigung der elften 



sicher kleiner als 

Somit können 

Decimale, 

X = 1,1630871536 

setzen, mit einer Genauigkeit bis auf t^^- 

Beispiel 5. Das letzte Beispiel nehmen wir aus der „Tri- 
gonometria britannica^', wobei wir die Methode von Briggs zur 
Teilung des Intervalls h in fünf gleiche Teile auseinander- 
setzen wollen. 

Es sei f{is) = 1000 ä;^ 
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Wir bilden folgende Tabelle: 

z f{g) jfiz) ^Y(«) ^YW ^YW ^YW 

4 4096000 42077651 3113468^ 1620937^ 564375 118125 
4,5 8303765f 7321234| 4734406^^ 2185312^ 682500 

5 15625000 120556401 6919718J 2867812^ 
5,5 276806401 18975359| 9787531^ 

6 46656000 28762890| 
6,5 754188901 

Dabei iat 

^Y(«) = 11250. 

Gehen wir nun an die Aufgabe, diese Tabelle in eine andere um- 
zuformen, in der h nicht 0,5, sondern 0,1 ist. Zu diesem Zwecke 
kann uns natürlich Formel (35) dienen. Briggs jedoch benutzt andere 
Formeln, von denen die einen nur Differenzen ungrader Ordnung, die 
anderen nur solche grader Ordnung enthalten. 

Zur BUdung dieser Formehi gehen wir von der Formel aus, die 
auf S. 18 angefahrt wurde: 

+ (^=-"-±4^^^^=^^^^ ^ Y(a - Ä) + • • • 

Ans ihr leiten wir ab: 
^JY(a?) = Gl J'^fix + Ätf) + Ö^i^«*+Y(a? + ttf — Ä) H 

worin 

ö — Äj — Ä, 

C^ f ^ ^(^ — g + *^ — ^) » " (^ — - tt) • - • (^ — g — *^) 1 

E} = / ^ * + ^ (^ ~" ^ + * ^) • • • ^^ ~ '^^ • • • (^ "" " "" * ^H 

* l ^ 1.2.3...(2t + l).Ä*»+l J««a-»A,-^ 

isi 

Uns nur auf den speciellen Fall beschränkend, dafs ^^ «> 5A und 
f{ß) eine ganze Function sechsten Grades bedeutet, erhalten wir die 
Formeln von Briggs*): 



*) Bei Briggs sind die Formeln bis zu den Differenzen 20^' Ordnung 
gegeben. 
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^f(x + 12A) = (-J-)' J,'f{x), 

^Y(a! + 6Ä) = (y)'^xY(x) - 3z/Y(a; + 5Ä), 

^f(x + 4Ä) = (D* ^,Y(a;) - 2^Y(a! + 3A) - 1 J'fix + 2A), 

^/•(a; + 2Ä) = I AA«) - ^Y(« + Ä) - I ^Y(a;). 

Indem wir uns nun zu unserem Beispiele wenden , nehmen wir 
= 0,1 an. 

Nach den Formeln yon Briggs berechnen wir die 6 Zahlen: 

^'f(x) = 0,72, 

118126 



^V(5) 



^f (4,8) = 5!|«!5 _ 4 X 0,72 



^Y(5,l) 



6* 
2186812,6 



37,8, 

= 900,12, 
— 3 X 37,8 — 17369,1 , 



^Y(4,9) — "*^'^ _ 2 X 900,12 - ^^^ = 187575,002, 
^/•(5,2) - l^^^^l _ 17369,1 - 5^ - 2393751,465. 

Die Übrigen Zahlen der neuen Tabelle finden wir successiTe 
mittels Addition und Subtraction: 



z 


m 


^m 


d^m 


^YW 


^YW 


^YW 


4,6 


8803766,626 


1170681,271 


184887,162 


12069,64 


796,86 


34,20 


4,6 


9474296,896 


1804918,438 


146466,702 


12864,90 


829,66 


84,92 


4.7 


10779216,829 


1461876,186 


169821,602 


18694,46 


864,48 


86,64 


4,8 


12280690,464 


1610696,787 


178016,062 


14668,94 


900,12 


86,86 


4,» 


13841287,201 


1788712,799 


187676,002 


16469,06 


986,48 


87,08 


6 


16626000,000 


1971287,801 


208084,062 


16396,64 


978,66 


87,80 


6,1 


17696287,801 


2174321,868 


219429,602 


17869,10 


1011,86 




6,2 


19770609,664 


2898761,466 


286798,702 


18880,46 






6,3 


22164861,129 


2630660,167 


266179,162 








6.4 


24794911,296 


2886729,329 










6,6 


27680640,626 













§ 12.] Herst-ellimg und Benutzung mathematiecher Tabellen. 4d 

Die abgeleiteten Formeln bieten eine bequeme Methode zur Teilung 
des Interralls h^ in eine beliebige ungrade Anzahl gleicher Teile dar. 

Zur Teilung des Intervalls A^ in eine grade Anzahl von Teilen 
ist die Formel 

unanwendbar^ da bei gradzahligem Werte von -^ der Wert von ^ eine 
gebrochene Zahl ist. 

In diesem Falle kann man statt jener eine der folgenden Formeln 
benutzen: 

^?*+ Yw — Jl 2 

.■.^V(,+»±l._»)+^,(.+»±l._») 

+ «^J+' a 

+ ...,.., 

^^ —-^ ^ ?-^ -=2r*^/*H-Y(a,) 

in denen 

Ti I .rt^+i ('"~'* + *'^) •■ ■(i»> — a)...(ai — a — ih) \ 

"^ l 1.2.S...(2» + 1).V*+^ j,=a-.*A + ^ 

ist. 

All diesen Formeln entsprechen auch neue Formeln für den Zu- 
sammenhang der Differenzen und der Differentialquotienten: 

^/-(^ - i^) - i: »• ^ + i:+' »•+• ^3? + • • • , 

Ä" — ^ — = m; d'fix) + Mi+* J*+*f{x — Ä) H , 

wobei 

[log (i + Y + <]/r+Y)r= jif; ^ + jif;+»e«+« H — 

ist. 

Harkofff Düferensenrechuang. 4 
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Fünftes Kapitel. 
Anwendimg der Interpolation anf die Bereehnnng von Integralen. 

§ 13. Die Interpolation giebt uns ein Mittel eur angenäherten 
Beredinung bestimmter Integrale. 
Der Inierpolationsformel 

fix) = F(z) (3) 

entsprechend setzt man 

d d 

ff(x) dx =fF{x) dx. (36) 

c c 

Wir erinnern uns^ AsSs die ganze Function F{z) aus den Be- 
dingungen (2) bestimmt wird^ und dafs das Besi^lied der Formel (3) 
gleich 

1.2.8...« ' ^^^ 

ist. 

Somit ist das Bestglied der Formel (36) gleich 



Hierin ändert sich g mit x und liegt bestandig zwischen der 
gröfsten und der kleinsten der Zahlen 

Wenn das Product 

{x — aj«* {x — 0,)*» . , ,{x — amYrn 

für alle Werte von x, die zwischen c und d liegen^ ein und dasselbe 
Vorzeichen behält^ so können wir^ auf Grund eines der ersten Sätze 
der Integralrechnung; im Ausdrucke (37) einen mittleren Wert von /^"^(S) 
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vor das Integralzeichen setzen^ so dafs das Bestglied der Formel (36) 
gleich 



o^/(«-«.)-'---(^-«»)' 



1 . 'ü . ö . . . n ^ ^ 

e 

wird. 

Die unbekannte Zahl ij liegt zwischen der gröfsten und der 
kleinsten der Zahlen 

Die Formel (36) kann znr angenäherten Berechnung des Integrals 

d 

ff ix) dx 

e 

aus den TO^egebenen Werten 



dienen, wenn nur das Restglied (37) klein genug ist. 

Es sei noch bemerkt, dals dieses Bestglied fär jede ganze 
Function f(ji) (n — 1)**° oder niedrigeren Grades Null wird. 

Diese Methode der Berechnung von Integralen nennen wir die 
Methode der Parabeln nach der geometrischen Bedeutung der Formel (36), 
welche darin besteht, dafs wir die Gurye 

durch eine Parabel (n — 1)*~ Grades 

y - F(x) 

ersetzen. 

§ 14. Betrachten wir genauer die Fälle, in denen 

«1 = «2 = • • • ■= «m ■* 1 
ist. 

Hier ist nach Lagrange's Formel 

die angenäherte Formel (36) giebt 

d 
ffix) dx ^ AJia,) -\- A^f{iH) + ■ ' ■ + A^ f{a^) , (38) 



worin 

4* 
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c3(/8) = (jei — Ol) (ig? — aj) . . . (2f — Om), 

d d d 

j / * (0 (x) dx j / * ai(x)dx j /• m(x)dx 

e e 

ist. 

Die Werte der Coefficienten 

können wir in der Form darstellen: 



(39) 



wenn wir 



d d 



setzen. 

Den Zahlen 



^ ; ^ ? ^« ; • • • ; <*»»» 



kann man verschiedene Werte geben. 

Indem wir 

w == 1 

setzen, kommen wir zu der sehr einfachen Näherungsformel 

d 
ff(x)dx^(d-c)f(a,), 

e 

wobei das Bestglied (nach § 13) gleich 



a 

f(x-a,)ni)dx 



(39) 



(39) 



(40) 



ist 

Dieses Bestglied lälst sich in noch einfachere Gestalt bringen, 
wenn a, aufserhalb der Grenzen c und d liegt oder mit einer der 
Grenzen zusammenfällt, da in diesem Falle bei Anwachsen der Variablen re 
von c bis d die Differenz x — a^ ihr Vorzeichen nicht ändert; es ist 
dann 

ßx - a,)ni) dx = f'{?i)J{x -a,)dx== (ll^)i^±i=^ f^r,). 



Hierin liegt die unbekannte Zahl t^ zwischen c und a^ oder 
zwischen a^ und d. 
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Wir berücksichtigen hier folgende specielle Fälle der Formel (40): 

d 

für aj = c haben wir / f{x) dx'^ {d — c) f(c), (40a) 

e 
d 

fQra,-=d „ „ ff(x)dx = (d-c)f(d), (40/J) 



d 

fara, = ^ ^ ^^ Jf(x)dx^(d-c)f{^-±^). (40y) 



Die Rest^lieder der Formel (40a) und (40/J) sind respective gleich: 
^~~^nn) (41«) imd _(i=^/-'(g), (4MJ 

wobei 17 und g mittlere Zahlen zwischen c und d sind. 

Was die Formel (40 y) betrifiFt; so können wir ihr Restglied 
mittels eines gewissen Wertes des zweiten Differentialquotienten von 
fix) nach x ausdrücken. 

Zu diesem Zwecke benutzen wir folgende sehr ein&che Gleichung 

m - f^-^) +{"- '-^) r m + i (— 4-Tr(8, 

in der sich | mit x ändert und zwischen x und "t liegt. 

Aus dieser Gleichung, die ein specieller Fall der Taylor'schen 
Formel ist, leiten wir durch Integration ab: 



d d d 



Jm ^ -J'fm "» +/{' - '-¥) r (!-¥) " 



Ö 



+/t(*-^V"(I)^« 



d 



(^ - 0) fC^ + i n^)f(- - '-V)'^- 







und erhalten auf diese Weise als Bestglied der Formel (40 7^) 

^-^n»); (41 y) 

ist wieder eine mittlere Zahl zwischen c und' d. 

Um den Fehler gu verringemy ist es oft nütelich, das 0u ^e- 
rechnende Integral in mehrere Integrale isu spalten und auf diese eine 
der Methoden der angenäherten Berechnung anzuwenden. 
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Znr Erläuterung dieser Bemerkung spalten wir das Integral 

d 

fm dx 

c 

in folgende s Integrale: 

, d — , .d — c , ^d — ü 

« M * t d 

Jf(x) dx , Jf(x) dx , Jf(x) dx,. . ., Jf(p^) ^^ 9 

e , d~-o . ^d—G _ d— 

e-\ c+2 d 

t t » 

wobei s natürlich eine endliche^ positive, ganze Zahl bedeutet 

Indem wir auf jedes der so entstandenen s Integrale die Formel 
(40 a) anwenden, erhalten wir folgende Näherungsgleichungen 

«H — — 



Jf(^x)dx=^-^m, 



c+l— -- 



fmä--'-^f(c+'-^), 



.d—o 
c-\ 



fnx)dx^'-^f{d^'^^), 



d-iti 



deren Fehler respective 

sind, wobei 
e<Vi<c + ^<V,<c + 2^<...<d'-^<fl.<d*). 

Hieraus leiten wir durch Addition die sehr bekannte und einfache 
Näherungsformel 

d 
ff(x)dx^^''{f(c) + f{c + ^-=-') + ..-+f(d-^)] (42) 



ab. 



♦) Wir setzen d> e Toraas. 
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Man sieht leicht, dafs das Bestglied dieser Formel 

^■^ n^) (43) 

ist; wobei i} eine mittlere Zahl zwischen c und d bedeutet und der 
Bedingung 

/•'(%) + fXn*) + • • • + f'in.) = sf'in) 

genügt. 

Der Ausdruck (43) unterscheidet sich von (41a) durch den 
Factor s im Nenner. Wir können also, indem wir die Formel (40 a) 
durch (42) ersetzen, auf eine s- malige Verkleinerung des Fehlers 
rechnen. 

Wir gehen zu einem zweiten speciellen Falle der Formel (38) 

über und setzen 

m «=» 2, Oj •« c, flfj = rf. 

Alsdann ist 

A ^A =^I1^- 

wir erhalten die sehr ein^he Naherungsformel 

d 

ax)dx - ^ {/-(c) + m], (44) 



in der das Restglied (nach der Bemerkung des § 13) 

e ö 

-rXn) ß'- 1 ^"" '' ät —'^nn) (46) 

— 1 
ist. 

Hier ist 

. ^x — c — d 

^ d-c 

und bedeutet rj eine mittlere Zahl zwischen e und d. 
Wir zerEfpalten jetzt das vorgelegte Integral 

d 

ff{x) dx 



in s Integrale 

0-1 c4-8 . 



/' 



ff(x)dx, ff(x)dx, ..., ff{x)dx 



, d — ü , d — e 
0-1 d 



und wenden auf jedes von ihnen die Formel (44) an. 
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Wenn wir der Kürze halber 

d-c 



f(p)=yo> f(o+^)=yi>-'7f{c+i^)^yh •••, f(A)=ys 



setzen, erhalten wir 



c4 



d— c 



Jf(x)dx — ^-^(yo + yi) 



c+S 



<f— 



cH — r- 



ä^ — ^ (Vi + y«) 



Jf(x) dx = ^^ (y,-i + y.) 



o+(*-l) 



d— c 



und 






äiC 



flt-C 
2» 



{yo + 2y, + 2y, + - •-|-2y._i + y.}- (46) 



Die geometrische Bedeutnng der Formel (46) ist die, dals man 
die Fläche 

Po QoQ'QxQf'Qi ■ • . Q,-i Q.P.P,-i ■ - • P,PiPo, (^gl- Fig) 




*! *« *»-J -^#-1 

welche von der I-Axe, zwei zur I^Axe parallelen Graden 

PoQoi^-c) und P.Q.(x = d) 



und der Curve 



QoQ'QiQ"Q,"Q»-iQ.(tf~fix)) 
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begrenzt ist^ angenähert gleich der Summe der Flächen der Trapeze 

setzt. 

Aus diesem Grunde wird die angenäherte Berechnung der Integrale 
nach Formel (46) die nach der Methode der Trape0e genannt 

Was das Restglied der Formel (46) betrifft, so überzeugt man 
sich leicht davon, dafs es gleich 

-^'rw ' (47) 

ist, worin ij eine mittlere Zahl zwischen c und d bedeutet. 

Der Ausdruck (47) unterscheidet sich von (45) durch den 
Factor s* im Nenner. Infolgedessen können wir, wenn wir die 
Formel (44) durch (46) ersetzen, auf eine s*- malige Verkleinerung des 
Fehlers rechnen. 

Eine besondere Aufmerksamkeit verdient die Formel (38) in dem 
Falle, dafs 

ist. 

Alsdann ist nämlich 

— 1 

e —1 

—1 

es geht also Formel (38) über in 

j'm dx^^-^[m-{.4.f (^4^) +m\. (48) 



Dabei finden wir, wenn wir in (37) 
fw — n-»3, «1 c=3 og -=.«3 = 1, ai = c, o,™^^, Oj = d 
setzen, dais das Restglied von Formel (48) gleich 






12 

ist. 



d 

\x — e) (2« — c — d)(g — d) -/.^vx ^^ 
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Hier kann man den mittleren Wert f"\^ nicht vor das Int^ral- 
zeichen herausnehmen, da das Product 

{x — c) (2x — c — d){x — d) 

innerhalb der Integrationsgrenzen sein Vorzeichen ändert. 

Noch einfacher kann man jenes Bestglied mittels eines gewissen 
Wertes des vierten Differentialquotienten von f{x) nach x ausdrücken. 

Wir bemerken nämlich, daJs die ganze Function dritten Grades 
von z 

für jeden Wert des Coefficienten K den Bedingungen 

#(c)-/-(c), «(^-/-(li^, #(d)-/-(d) 

genügt. 

Bei einem bestimmten Wert von K haben wir aufserdem 

daher können wir 

fix) - *(^) + ^"-''^fra.T.T^'""^ ^(ö 

setzen, worin | sich mit x ändert und beständig zwischen der grolsten 
und der kleinsten der Zahlen 

Xf c, d 
liegt. 

Hieraus erhalten wir durch Integration: 

fax)dx^ßix)dx +j ^«-c)(ax-^c-d)'(.-g ^(g)^^ 

C 

d 

=^' I^W + ^f('Y) +f(-^ 1 +Kß»-c)(2x-c-^ix-cOdx 

C 

d 





—1 
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und endlich 
d 





Folglich ist das Bestglied der Formel (48) 

_ ± (^ - ^Y rw _ (d - c\5 rin) ..^. 

16\ 2 / 1.2.8.4 \ 2 / 90 ' ^^^^ 

wobei 17 eine mittlere Zahl zwischen c und d bedeutet. 
Durch Anwendung der Formel (48) auf die Integrale 



oH -— 0+»--— 



ff{x)dx, ffix)dx,..., ff(x)dx 



, d — e , d — c 
0-1 d 



erhalten wir^ der Kürze halber 

nß)^y. 

setzend^ die Näherungsgleichungen: 



, d— c 



jf{x) dx = ^^ {yo + 4y^ + Vi} 



1 «<*— 



J/"(a?) da; = ^^ {y^ + 4y^ + y,} 



oH — — 






J /"(os) dx = ^^ {y, + 4y^ + y,} 



c + 2 



J /•(«) dx — ^^ {y,_i+4y,_^+y,} 



d— 



und hieraus 



jf{x)dx—~^ {yo+4y^+2yi + 4y|H — |-2y.-i+4y,_^+y.}. (50) 
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Man kann sich leicht überzeugen^ daüs das Besi^lied der Formel (50)^ 
die unter dem Namen der Sifnpson'schen Formel bekamit ist, gleich 

_(-£)■ ö („) 

gesetzt werden kami, wobei i} eine mittlere Zahl zwischen c und d 
bedeutet. 

Der Ausdruck (51) unterscheidet sich von (49) durch den 
Factor a^ im Nenner. Daher kann man hoffen, durch Ersetzung der 
Formel (48) durch (50) den Fehler s*-mal zu verkleinern. 

Indem wir zur Formel (38) für willkürliche Werte der positiven 
ganzen Zahl m zurückkehren, wollen wir 

setzen. 

So kommen wir zu der angenäherten Formel 

d 

ff(x)dx = (d-c) ^Hf(c + i^), (52) 



welche die sogenannte Methode von Codes darstellt. 
Hier ist 



d 



(«-c)-(a:-c-(t-l)^)(ar-c-(.-+l)^)...(«-d)(«-ir-^ 

dx 



• . (• — 1) . . . 2 . 1 (— 1) . (— 2) . . . (• — m + 1) (cj — c)' 







m— l 

g (jg >- 1) • » ♦ (g — t + 1 ) (jg — * — 1) ♦ • ' (g — m + 1 ) dt 
•(• -!)••• 1(— 1) . (— 2) . . . (t — m + 1) m — 1 5 



(53) 



die durch den Buchstaben S bezeichnete Summation bezieht sich auf 
den Index % den man gleich 

0, 1, 2, • •, w — 1 

setzen muls. 

Der Name ,,Methode von Gotes^ rechtfertigt sich dadurch , dafis 

i 
Cotes zuerst die Werte der Coefficienten II für 

m 

m = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 und 11 
berechnet hat. 
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Wir führen hier die von Cotes gefundenen Zahlen an: 

1 . 

2 2^ 



s s '^ » " 

♦ 4 ° 4 4° 

4 7 1 ' q« ^ 19 

TT TT * TT TT ^"^ TJ ^^ . 

f=f = 9Ö' f = f = 9Ö' f^öö' 

TT TT ^^ TJ TT '^^ TT TT ^^ . 

f^f^-isä' f = f = 288' f = f""288' 

rr_rr ^1 rr rr_216 * o _ ^I rr «I?. 

7 ~^~840» ^*"^~84Ö' ^ ^""840' ^ "" 840' 

h^h J^ TT TT i^ TT TT—}^ TT TT— ^^^^ • 

8 8 " ^''^^' T "" 8 "^ 17280' 8 "" 8 ~ 17280' 8 " 8 ""■ 17280 ' 

ji^ji _?8Ö TT=TT=.^^ TT TT _-???- It Ä^ ^?^ 
3 7* "" 28860' ^ ^ 28360' 9 ~ 9 "^ 28860' » "* 9 "^ 28850' 

i. 4540 ^ 

^ ™ 28850 ' 

To ~ 10 "" 8»^<>^' I0 "^ 10 ~ 8Öß^' w io "" 8»6<>0' IJ "" "S 89600' 

W 10 8»^' 

^ a» ^ = 1^^^7 i- L 106800 TT ^ TT _ ^B^gS 

u u "~ 0^0752 ' n "^ n " 598752 ' n ~ tt ^ 598752 ' 

jT^TT^ 272400 a'_tr 260560 tr „ ^27868 

77 "™ TJ "™ 598762 ' fj tJ 598762 ' ^J " 698762 * 

Beiläufig bemerken wir, dais die Formel (52) für m «» 2 in die 
Formel (44) und für m = 3 in (48) übergeht. 

§ 15. Um einen möglichst höhen Orad der Oenauigkeit eu erreichen, 
hat Qaufs vorgescMagen, die Zahlen 

SO 0u wählen, dafs die Formet (38) völlig exact für jede ganze Function 
f{z) sei, deren Grad (2m — 1) nicht übersteigt. 

Ehe wir die Methode von Gaufs betrachten, wollen wir einige 
Worte über eine allgemeinere Methode sagen, die dem Falle der 
Formel (36) entspricht, wenn einige der Zahlen 
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^i9 ^7 • • •; ^»» 



gleich zwei und die übrigen gleich eins sind. 
Es sei 

«1 ~ «2 ~ ••• = «* = 2, «ife+i — a*+2 — ••• = «„=!, n — m + l\ 

Alsdann haben wir zur Bestimmung der Function F(ji) die For- 
meln (6), (7) und (8). 

Diese Formeln zeigen, dals 

d 

fF(x)dx - C, f(a,) + Q/'Co,) + . . • + C^fiO + A /"'(Ol) + • • • + Ar(at), 

e 

wobei die Goef&cienten 

^17 ^17 • • V Cin; ^i; ^2; • • •; ^* 

nur von den Werten der Zahlen 

nicht aber vom Charakter der Function f{x) abhängen. 
Somit haben wir die Näherungsformel 

d 

ff(x)dx - CJ(a,) + ■•• +C„f{a„) + AfK) + ■ • + AA«»). (54) 
deren Restglied 



d 



ß 



X - a.)«(x - g .)« . . ■ («- at)'(» - g,^^) . . . (« - aj ^,,^^,^^^^^ 



Null wird, sobald f{8) eine ganze Function niedrigeren als Qc-^-ni)^^ 
Grades von e ist. 

Die Bestimmung der Goefficienten 

bietet keine wesentlichen Schwierigkeiten dar. 
Nehmen wir jetzt an, dals den Zahlen 

solche Werte gegeben sind, daCs alle Coefficienten 

^17 -^27 ' ' '7 -^* 

Null werden. 

In diesem Falle erhalten wir, indem wir in Formel (54) statt f(x) 
successive 

setzen, wobei 
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a}(x) = {x — a^)(x — ih)...{x — am) 
ist und tp {x) eine willkürliche Function (k — 1)*^ Grades von x be- 



deutet^ die exacten Gleichungen 

d d d 

p ,^/'_®(?)^^_ ri f fo(x)dx ^ f m^dä 



dx 



e 
d 



fa)(x)tp(x)dx = 0. 



(55) 



Andrerseits sehen wir, wenn wir in Formel (54) die Function f(x) 
successive gleich 

<o{x)m(x) m{x)jo(x) a(x)(o(x) 

(ä— aj)(a;— a4^i)...(Ä-aJ' (x—a^)(x—äj^i)...(x-aJ^'"*(X'-aj)...{x-aJ 

setzen y dals die Goefficienten 

2)|, 2/2, . • ., Dk 

für jede ganze Function q>{x) {k — 1)**° Grades von x unbedingt Null 
werden müssen, sobald das Integral 

d 

la}{x)tp(x)dx 

e 

Null wird 

Demnach sind die Bedingungen 

A = 0, 2), = 0, ..., A — 

gleichwertig der einen 

d 

f<o{x)q>(x)dx = 0, 

die ihrerseits, da die ganze Function g)(x) (i— 1)**° Grades willkürlich 
ist, folgenden Je Bedingungen gleichwertig ist: 

d d d d 

/a)(a:)da;=0, /a:a)(a;)cia;-=0, /a;*a)(a;)da;«»0,..., jaf^^(o{x)dx=^Q.{p6) 

e e e 

Unter diesen Bedingungen fallt also die Formel (53) mit der 
Formel (38)^ zusammen. 

Dabei wird natürlich die Formel (38) exact f&r alle ganzen 
Functionen f{x), deren Grad niedriger als (i + w) ist. 

Man überzeugt sich auch leicht von der Notwendigkeit der Be- 
dingungen (56) dafür, dafs die Formel (38) für alle soeben erwähnten 
ganzen Functionen f(x) exact sei. 
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Wollen wir weiter die Bedingungen (56) betrachten^ so setzen wir 
in ihnen 

a)(si) = 0"» + pijef™-! + ftÄf"»-* H 1- Pfn-^10 + pm (57) 

und kommen so auf ein System von k Gleichungen ersten Grades 

-+ft— ^ f-JP2 — :r3:^ h 



m + l 



ffi 



m — 1 

^t gl 

+ p«-! — 2 1- Pn^ {d— C) 







- +Pi — n^nr^ 1- A —z. h 



m + 2 



in + 1 



m 






3 



2 







(58) 



^r^Tjfc h l'i m + fc-1 ' 

mit den m Unbekannten . 
Dabei ist 

Ist k kleiner als m^ so ist die Zahl der Gleichungen (58) nicht 
hinreichend zur vollständigen Bestimmung der Coefficienten 

jPi; P%f - ' -f Pm 

und wir können zu diesen Gleichungen noch willkürlich gewählte 
m — k Nebenbedingungen hinzufügen; so können wir z. B. die Werte 
der Zahlen 

vorgeben. 

In diesem Zusammenhange wollen wir unsere Aufmerksamkeit nur 
auf folgende Fälle richten: 

1) k = m] 2) i «= t» — 1, Om = c; 3) i = t» — 1, a^ = d; 

4) Ä = m — 2, o^-i = c, (hn = d. 

Zuerst wollen wir beweisen^ dafs im ersten dieser vier FäUe, 
welcher der früher erwähnten Methode von Gaufs entspricht^ die ge- 
stichte Fundion 

1 . är'{z-cT{z-d)'^ 



miß) 



2m(2t/i + l)...(in + l) 



dz 



m 



ist. 
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Zu diesem Zwecke bilden wir eine andere ganze Function 

^ W = 1727:^ ^ (^) + 1.2. ..(m + 1) «^ W + • • • + r 27T2^ «''"^ (^) ^ 

die den Bedingungen genügt: 

Alsdann ersetzen wir in der Gleichung 

d 

Ja}(x) 9)(a?) rfrc = , ^55) 

in der q> (x) eine willkürliche ganze Function (m — l)**"* Grades be- 
deutet (k = f»), die Function a)(x) durch Sl^^^(x)] durch partielle Inte- 
gration erhalten wir so: 

d d 

fa^'^'^ (x) 9 {x) dx = a^«- 1) (i) 9 (d) —j Sl^^- D (x) ^^X^) dx 

c c 

d 

e 

Folglich mufs; bei unseren Bedingungen ^ der Ausdruck 

ß(»— i)((Oy(d) - a^'^-^\d) q>\d) H — + a(d)9)<«-i)(i) 

Null werden für jede ganze Function <p(js)f deren Grad niedriger als 
m ist. 

Hieraus ist ersichtlich^ dals 

a(m-i)(d) = a('«-s»)(d) = . . . — si\d) = ß(d) = 

ist und daJs sich Sl(js) von dem Producte 

nur um einen constanten Factor unterscheidet. 
Somit ist 

Ä(£f) = K(e — c)«(ä — d)»» 
und 

.W-j C^'-y- *;, (69) 

wobei K von ^ei unabhängig ist. 

Bis jetzt stützte sich unsere Ableitung nur auf folgende drei 
Eigenschaften der gesuchten Function o(jer): 

Mftrkoff, Differensexirechiiang. 5 
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1) (o(ß) ist eine ganze Function von g-^ 

2) der Grad dieser Function ist nicht hoher als m] 

d 

3) r<o{x)q>(x)dx = 

c 

für jede ganze Function q>{is)^ deren Grad niedriger als m ist. For- 
mel (59) giebt uns also einen allgemeinen Ausdruck für alle Functionen 
(d{0\ die diese Eigenschaften besitzen. 

Solche Functionen werden wir Legendre'sche FtmcHonen nennen. 
Bei denselben Werten von 

C; dj m 

unterscheiden sich die Functionen von Legendre unter einander nur 
durch einen von z unabhängigen Factor. 

Indem trir von ihnen diejenige toäMen, in welcher der Coefficient 
von g^ gleich Eins ist, kommen unr zu dem gewünschten Besvitate 



^ W = 2m(2m--l)...(m + i) J^ ^^^> 

Wenn also die Zahlen 
mit den Wurzeln der Gleichung 

zusammenfallen ; so ist die Formel (38) völlig exact für alle ganzen 
Functionen f{z)y deren Grad niedriger als 2m ist. 

Umgekehrt, wenn für alle solche Functionen f{z) die Formel (38) 
genau ist, so fallen die Zahlen 

mit den Wurzeln der Gleichung (61) zusammen. 

Hierbei ist es wichtig, sich davon zu überzeugen, dafs alle Wurzeln 
der Gleichung (61) redt und von einander verschieden sind. 

Wir nehmen dazu an, dais beim continuirlichen Anwachsen der 
Variablen z von c hia d der Ausdruck 



m 



gerade l Mal sein Vorzeichen wechselt. 
Ein solcher Zeichenwechsel von 

de^ 
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finde neu beim Doichgange ron e durch die Werte 

statt. 

In diesem Falle mufs das Product 

{z - aj(^ — 0«) . . . (^ - ^0 ^y ^ 

för alle Werte von g^ die zwischen c und d liegen, beständig ein und 
dasselbe Vorzeichen haben; somit kann das Integral 

d 

(« - Ol) (a; — Oj) . . . (o; - a,) -^^~^^^^-dx 






nicht Null werden. 

Nun wissen wir aber aus dem Vorhergehenden^ dafs das Integral 






unbedingt Null wird^ sobald <p(jg) eine ganze Function von tf und ihr 
Grad niedriger als m ist. 

l ist daher nicht kleiner als, sondern gleich m. 

Auf diese Weise überzeugen wir uns nicht nur, dafs alle Wurzeln 
der Gleichung (61) reell und yerschieden sind, sondern auch, dafs alle 
zwischen c und d liegen. 

Indem wir weiter in den Formeln (38) und (39) statt (o(g) 



Im — l)...(w + l) ^^ 

setzen, kommen wir zu der Näherungsformel 






/w.i.=^>w+^V«.)+-+^rt«.), m 



welche die Gaufssche Methode darstellt 
Es ist hierbei 

<^)K^-a,)(i^-a.)>.>(^"a.)-äi,^ am--i)...(m+i) dJ^ 

und A 






(63) 
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Aus den früheren Betrachtungen folgt noch, dafs das Bestglied in 
der Gau fs' sehen Formel folgende Gestalt hat: 

d 

f^^"^^ (i) f ____}__ cr(x^cr(x-df ^{x-^cTix—df 

1.2...2m J (2m)"...(m+l)" ^^m ^^m »^ 

c 

d 
"" 1.2...2m J (2fii)«...(m+l)« ^g^n^l ^^^m-i «^ 



c 



1.2...2in J(2«)V..(ffi+l)« da;™+* daf^« 

1.2... 2« J (2i»)«... (»+!)» d«*» '^ '' ^ '' 






~ 1.2.. .2111 J(2m)«(2in-l)*...(m + l)*^^ ^^ <.^— »; »^ 







1.2. ..2« J(i» + l)(«+2)...(2m)m+l'>'^ *''' ^^ ^' *"" 







1.2., .2m J («+l)(«.+2)...(8m) m+1 «+2'^^ "'' ^* '^f "* 

e 

f 1.2.8...W 1' /^<"'>({) r, _ s,„ , 

"^ l(«+l)(«+2)...(2«i)j 1.2...2« J ^* *'-' "* 



"^ 2« + l |(ifi4-l)(m4-2)...(2«)) 1.2. ..2m' ^^*^ 

wobei £ eine mittlere Zahl zwischen c und d bedeutet, und alle Um- 
formungen mittels der partiellen Integration geschehen. 

Nachdem wir so den ersten der yier (S. 64 erwähnten) BUle genau 
betrachtet haben, überzeugen wir uns leicht, dafe den übrigen drei 
Fallen folgende Formeln^) entsprechen: 



d 






*) In Kap. VII, bei der YeraUgemeinemiig der Formefai, werden wir genauer 
auf daa Einzelne eingehen. 
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^ <=sl,2,...in 

d 
Aim-l) /f X r r m (x) +am^^. (x) 1 « 

+ i.v...(2J-.) j(^-^)i " .-r -} ^^> (66) 

C 


Hierbei ist: 

«m-iW (2m-2)(2m — 8)...m d«^"^ ' 

Om-aW (2m— 4)(2m— 6)...(m— 1) ^5^""* ' 

da (z) dm Je) d<o ^.(zS 

d d 

tn^iQf)=J ^3^^ rfa; , V'm-aC^) =J jz:^ dx , 

c e 

""• «^1(0)'"^ ««^iW "^^ «>«^2W" «m-2W' 

6i, &8, ..., 6to sind Wurzeln der Gleichung (»«(0) + a«Om-i(^) == 0, 

Wy h'y • • • > im „ ,; » ^ COmW + «mCOm-lC^) = 0, 

W\ Wi '"}Vm n n 97 }) ß>m(^) + CCmiO,n^i{0) = ; 

riy i, d^ bedeuten mittlere Zahlen zwischen c und d. 

Wir bemerken noch, dals sich Gleichung (61) durch die Sub- 
stitution 

X ^^ c '\- {d — c)t 

in folgende umformen lä&t: 

^=^^1^-0, (68) 

deren Wurzeln weder von c noch von d abhängen. 

Aufserdem können wir der Formel (62) die Gestalt geben: 

f fix)dX'^{d—c)[EJ{c+id-C)t^) + -+Ernf(c+{d-C)Q^ 

worin allgemein 
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a; 



-J 






(t 



dt 



mt und 



hf S* • ••» ^ 



dii$ Wurzeln der Gleidmng (68) bedeuteiL 
Oauf« hat die angenalierten Werte ron 

ti, Ei, log £| fftr m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
berechnet. 

Die Ton Oanlj gefondenen Zahlen sind: 



m 




t 


E 


Log^ 


m«" 


1{0,6 


1 




« — 


2 


0,2118248664 061871 
0,7886761846 948129 


1 
s 
1 
t 






0,1127016658 792688 


5 
18 




w — 


8 0,6 


4 
9 






0,8872988846 207417 


5 

18 








0,0694818442 029754 


0,1789274225 687284 


9,2408680612 


ftM - - 


4 


0,8800094782 076677 


0,8260725774 812716 


9,5188142764 


III ■" 


0,6699906217 924828 


0,8260725774 812716 


9,5188142764 






0,9805681557 970246 


0,1789274225 687284 


9,2408680612 






0,0469100770 806680 


0,1184684425 280945 


9,0785848490 






0,2807658449 471585 


0,2898148852 496882 


9,8789687142 


m — 


5 


0,5 


0,2844444444 444444 — ^^ 


9,4589974559 






0,7692846560 528415 


0,2898148852 496882 


9,8789687142 




0,9680899220 698820 


0,1184684425 280945 


9,0785848490 






0,0887652428 984240 


0,0856622461 895852 


8,9827894580 






0,1698968067 668678 


0,1803807865 240698 


9,2561902768 


m ■■ 


6 


0,8806904069 584015 


0,2889569672 868455 


9,8691859881 






0,6198095980 415985 


0,2889569672 868455 


9,8691859881 






0,8806046982 881822 


0,1808807865 240698 


9,2561902768 




10,9662847571 015760 


0,0856622461 895852 


8,9827894580 






0,0254460488 286202 


0,0647424880 844848 


8,8111898529 






0,1292844072 008028 


0,1898526957 446884 


9,1456708421 






0,2970774248 118015 


0,1909150252 525595 


9,2808401098 


m — 


7 


0,5 


0,2089795918 867847 «. ** 


9,8201088766 






0,7029225756 886985 


0,1909150252 525595 


9,2808401098 






0,8707655927 996972 


0,1898526957 446884 


9,1456708421 






0,9745589561 718798 


0,0647424880 844848 


8,8111898529 
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Betrachten wir als Beispiel: 



Bei 



sooooo 

/ dx 
logx 

100000 



f(0) = y^, c = 100000, d= 200000 



logÄf 



ist das Restglied der Simpson'schen Formel (50) eine negative Zahl; 
in der Gaufs'schen Formel (69) dagegen eine positive Zahl. 

Diese Bemerkung festhaltend, setzen wir in den Formeln (50) 
und (69) 

/•(^)=. J_, c = 100000, d=- 200000, 5 — 5, m = 4 
und fahren folgende Rechnungen aus: 



10000 



< 868,58897 

< 3445,82943 

< 1710,09642 



log 100000 

40000 
log IIOOOÖ 

20000 
log 120000 

1-5^; < 3396,94402 



< 1669,04101 

< 3321,27884 



20000 

lögieoooo 

40000 
log 170000 

lo-g-iaro < 1652,79529 
1-3^ < 3290,88656 



20000 



log 140000 

40000 
log 1500ÖÖ 



< 1687,84951 

< 3356,15785 



10000 



log 200000 



< 819,26434 



10753,26604 



14465,46620 
10753,26604 



25218,73224 



MOOOO 



8406,24408 >y*j^ 



100000 



17892,74226 . . 



log 106943,18442 . . 

826 07,26774 . ^ 
log 18800Ö,94782~ . 

82607,26774 . . 



log 166999,06217 .. 
17892,74226 . . 



log 198066,81667 . . 



> 1501,95705 

> 2763,76923 

> 2711,45463 

> 1429,06203 



aooooo 
r dx 

J log ^ 

100000 



> 8406,24294 
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Unsere Rechnungen zeigen ^ dals wir mit einer Genauigkeit bis auf ~ 

sooooo 



r^ 8406,24 

/ log X ' 



100000 

setzen können. 
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Sechstes Kapitel. 
Einige Eigenscbaften der Legendre'scben Fanetionen und 

Entwicklnng des Integrals / -^ ^ log ^^^^ in einen Kettenbrneb. 

c 

§ 16. Wenden wir uns nun merst m dem Beweise, dafs die 
Legendr e' sehen Functionen 

a)(.) = zg^^-^)"^^"^ 

der linearen Differen0ialgleichung eweiter Ordnung 

{z — c)(0 — d)m\e) + {20 — c-d)a(0)'-m{m+l)m{e)^O (70) 

genügen. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir das Integral 






in dem q)(x) eine willkürUche ganze Function (w — 1)*^ Grades be- 
deutet. 

Ein derartiges Integral mufs nach den Ausführungen des vorigen 
Kapitels Null werden. 
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Andrerseits erhalten wir durch partielle Integration 

d d 

Jfo{x) ^(^-^)(^-^y (^) ax = ^j\x - c){x -d)<o\x)ip'{x)dx 



= J ^(^-">(^7^"^^^ y(rg)da;. 



Folglich ist 

d 

/'d(x — c) (x — d) €af (x) / % j /% 

C 

für jede ganze Function g>(x)f deren Orad niedriger als m ist. 
Hieraus ersehen wir^ daCs 

d{e-'e){z — d)(o{z) 
dz 

eine Legendre'sche Function ist und sich von 

nur durch einen von unabhängigen Factor unterscheiden kann. 
Wir brauchen nunmehr die höheren Glieder der Functionen 

/\ j d{z — c)lz — d)caf{z) 
o(j8f) und -^ ^-^ ' — — 

nur noch miteinander zu vergleichen^ um zur Gleichung 

d(Z'-^c){z — d)€ß{ß) _ . , i\„/«\ 

die der Gleichung (70) äquivalent ist^ zu gelangen. 

§ 17. Wir schreiten nun zur Ableitung des linearen Zusammen- 
hanges 

zwischen den drei successiven Legendre'schen Functionen: 

( V ^ 1 är'^\z - cr+^jg - rf)"'+^ 

©m+iW (2w + 2)(2m+l)...(m + 2) 4«*^+* ' 

^ ,. _ 1 ^(^_cr(c-d)'» 



a)m-i(i») 



2in(2-l)...(m + l) ^^«» ' 

1 dT-'^i» — cr-^JB — dT"^ 

(2w — 2) (2m — S)..,m d^~~^ 
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Da die höheren Glieder der ganzen Functionen 

respective gleich 

sindy so ergiebt eine einfache Division Ton aim+i(^) durch a)m(jf) das 
Resultat 

©m + lW — (^ + 3m + l)a>mW + ^W, 

wobei fm+i von e unabhängig und der Grad der ganzen Function 
k(js) niedriger als m ist. 

Es gilt dabei die Bedingung 

d d d 

J*X(x)q>(x)dx ^fmm^i{e)q>{x)dx —J {x+qfn^i)mm{x)q>(x)dx = 0, 

CO e 

ftir jede ganze Function <p(x)y deren Grad niedriger als m — 1 ist. 

k(e) gehört also zu den Legendre'schen Functionen und unter- 
scheidet sich von Om— i(£r) nur durch einen von e unabhängigen Factor. 

Demnach ist 

Zur Bestimmung der Constanten 

Pm+l und Jm + i 

denken wir uns der Yariabeln specielle Werte c und d gegeben. 
Mit Benutzung der bekannten Formel von Leibnitz 

di^ ^d^'^^ dz ^^^'^ 1.2 dz'' Az'^^'^^"^ diT^ 
finden wir: 

+ (=^^)*('»-'0"^V-c)'+-+(«-c)"') , 

und desgleichen: 

©m+x(d)= 2(aw + l) ('^ "■ '')"'» W, 0>m-l(d) = 7^(1^ <Ö„(d) . 

Bei Berücksiditigung aller dieser Gleichimgeii erhalten wir die 
zwei Gleichungen: 
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(m+l)(e-d) _. . 2(8«»-l) (fnr , — A 

(m + l)(d — c) ,j , >. 2(2m — 1) ,c^ jv 

aus denen wir 

ffw+i = 2 ' ^'"+^ 4(2m— l)(2in + l) 

ableiten. 

Auf diese Weise ist die Beziehung (71) vollständig bewiesen für 

alle Werte von m, welche gröfser als Eins sind. 

Ganz in derselben Weise sind 

d 

/"««-LI W ««. J_ 1 («) 






•«mW - «m(«) ^^ 



o; 



und 



a 



In der That erhalten wir durch Ersetzung von 
durch die respective gleichen Ausdrücke 

mittels sehr einfacher Transformationen: 

d d 

tn^iiß)^J "^ jzTi dx-p^+ij j::^ dx 

e 

d d 

c c 

woraus 

tm+l(0) -= (^ + ffm+l) tm(0) — Pm + ltm^lißf) (72) 

folgt, da 

d 

jmtn(x)dx «== 

ist. 

Bemerken wir noch, dafs 
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, V 1 dU-c)(5-d) € + d 



2 d;? 2 



fi>2W = l2 5? =e-{c+d)a'i j =1^^ ^) jg-, 

d 

ti iß) = J ^ da; = d ~ c , 

d d 

C 

ist. 

Aus diesem Grunde können wir die Formeln (71) und (72) auch 
auf den Fall 

m «= 1 
erweitem, wenn wir 

co0(^) = 1 und %{z) = 
setzen. 

Nehmen wir den Eettenbruch 






z + q.- "P* 



in welchem 



12 ' ^» 16 ^ •••' ^«"^^ 4(2m-l)(2m+l)' •" 

d + c 

ist und bilden wir die Näherungsbrüche 



(74) 



' + 3i - 



Jf + ^8 

nach den bekannten Formeln 

^i=l>i , -P2=(^+ff8)ft, , P^i=(0+g^i)P^— li«4-iP„^i,... 

80 finden wir bei dem Vergleich dieser Formeln mit (71) und (72), dafs 

^«(jBf) und oiJid) 
respective mit 

Pm und Qm 
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zusammenfallen; daher ist 






(') » + l^-Z^ 



« + 4«--. p , 

''m — 1 



§ 18. Wir wollen nun beweisen^ dafs beim unbegrenzten Wachsen 
der Zahl m der Bruch 

»mW 

sich einer bestimmten Grenze, nänüich 



d 

dx , jir — c 

—.«log—^, 



r. 





nähert, wenn nur » nicht zwischen c und c2 Uegt. 

Zu diesem Zwecke leiten wir aus (71) und (72) die Glei- 
chungen ab: 



1^1 A • • • PmPm+l Pi A • • • P 



m 



Wenn wir weiter mit dem Buchstaben v eine neue willkürliche Zahl 
bezeichnen mid zur Abkürzmig 

<PmW«m-lW-«mW«>m-lW ^ . ^ ^j 

setzen, so erhalten wir aus den Gleichungen 

COm^-l(ief) =» (if + 2m+l)®m(jef) — j)m+lCOm-l(^) 
«m+l(t?) = (t? + 2in-fl)®«(t^) — Pm+l®m-lW 

Folgendes: 

{m + 1, z, t; =i-^-^ - +{«». *, t; • 
Aus demselben Grunde ist 

"■-'--i-'";:f-;,'"' +'"-'■'■"' 
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woraus folgt: 

{^, ,, ,}^ 1 + g^^^ + - + ""rf"': -^- (78) 

Es sei 

c<(i<j8f; 
alsdann ist 

OiW>0, ajg(£r)>0, ..., ©^_i(j8f)>0, ai„»(0)>O, ... 

(o,(d)>0, ai,(d)>0,..., c>^.i((i)>0, ai«(d)>0,... 

[m,0,d}>— und — rx < ( ), 

da^ wie im vorigen Kapitel bewiesen worden ist, alle Wurzeln der 
Gleichungen 

aii(^) = 0, iD2(£f) = 0,..., ©m-iW=0, ai,„(jef) = 0, ... 

zwischen c und d Liegen. 

Andrerseits geben uns die Formeln (62), (64) und (66) des vorigen 
Kapitels, bei 

die Gleichungen 

c 

Folglich ist 






»«(») ^ "m-l W^mW — a>m(<i)»n-l W _ »«(«) 



"«W 



Bei 
erhalten wir analog: 



B<c<d 



-d)[m,t,d) < r=d (j^ • (^^) 





Aus den Gleichungen (80) und (81) ist leicht zu folgern, daJGs 
sich, bei hinreichend grofsen Werten von m, der Bruch 

«mW 
von dem Integral 



d 



jBi-^ e—j) 
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beliebig wenig unterscheidet ^ wenn nur nicht zwischen c und 
d liegt. 

Mit anderen Worten: es ist 






msssco 



c<d< 



Durch Vergleich dieser Formel mit (75) kommen wir zu der 
bemerkenswerten Entwickelung des Integrals 



r dx 
J e — x 



in den Kettenbruch 

d 



/ ' dx 



e — x , Pt 



•- , + g^-^ (82) 



Beispiel. Es sei: 



Dann ist: 



j 



1 

' dx ^ ^ 1 2 



2 — - — 9 — 



^ ^ 16- » 



^ ^'^ 21-^« 



8 1 87- 

Die Näherungsbrüche 

22 18 2 262 2 6S40 

8' ~ 1~26' Z i ~~ 378' . 1 ~ 7704 

9 — — 9 — 



^^ 16--^ 

21 

2 189988 2 ^^^^O* ^ n ßaQi.47l7Q 

7~ T-- 2Öi9-6Ö> 7-r- = 6i72Ö8Ö > 0fi93um9, . . . 

4 4 

9 — 9 — 



9 9 

16-- — 16 — 



81-ii 81-" 



27 ^„ 26 

27 



sind kleiner als log 2. 
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Die Brüche 










2 
8- 


-1 


-1, ' 


14 2 
1 20' ^ 1 


208 
" 800' 






3 — 


'-' ' .- 


4 

16 — 8 


2 


1 


3646176 
6260320 


< 0,693147185, 


• • • 


8 — 


9- 


4 

16 ' 
21- 


16 

«rr 26 

27 — — r 





• f 
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sind dagegen y wie die Ungleichungen (79) zeigen, gro&er als log 2. 
Die angeführten Zahlen zeigen zur Genüge, dafs man mit einer 

Genauigkeit bis auf ^ ^ 

log 2 = 0,69314718 
setzen kann. 

Litteratur. 

Legendre: Exercices de calcal integral. Tome second, cinqui^me partie, § X. 
Laplace: Traitä de m^caniqae Celeste. Tome cinqni^me, Livre XI, Chapitre Ü. 

Supplement an 6-e yolume du Trait^ de m^canique Celeste. 
Heine: Handbuch der Kugelfanctionen, I. (1878). 
Gaufa: Methodus noTa integralium yalores per approzimationem inTeniendi 

(Werke ÜI). 



Siebentes Kapitel. 
YeraUgemeineniiigeii einiger Formeln. 



§ 


19. 


Statt des Integrals 

fmdx 


wollen 


wir 


c 

jetet das Integral 

d 



betrachten, in dem g(x) eine gegebene Function yon x bedeutet. 

Der Interpolationsfonnel 

fix) = Fix) (3) 

entsprechend setzen wir 

d d 

fg(x)f{x) dx — rg(x)F(x)dx. 



§ 19.] Verallgemeineniiigeii. 81 

Diese neue Formel kann bei vorgegebenen Werten der 

9 



zur angenäherten Berechnung des Integrals 

d 
e 

dienen^ wenn nur ihr Bestglied 

e 

hinreichend klein ist. 
Es sei 

Dann haben wir zur Bestimmung der Function F{e) die Formeln 
(6), (7) und (8). 
Sie zeigen^ dafs 

d 

fg{x)F{x)dx = OJ(a,) + • • • + C^f{a^) + Ar(«.) + • • + D.fia,) 

C 

isty wobei die Goefficienten 

^1 > ^2 > • • • ^w * -^1 > -^2 ; • • • ■^* 

von /*(a;) unabhängig sind. 

Auf diese Weise kommen wir zu der Näherungsformel 

d 

f9{x)f{x)dx = CJ{a,)+- + C^fia„)+D,r(a,) + :. + D,r{a,\ (83) 
deren Restglied 

e 

Null wird, sobald /*(jer) eine ganze Function von z und von niedrigerem 
als dem {jk + w)**"* Grade ist. 

Nehmen wir jetzt an^ dafs den Zahlen 

solche Werte gegeben sind, dafs alle Goefficienten 

Z)j, Z)j{, ..., 7)i 
Null werden. 

Mark off, Diflerencenrechnung. 6 
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In diesem Falle erhalten wir^ wenn wir in Formel (83) statt f{x) 
successive 

setzen^ wobei 

©(a:) = (a: — a,) (o? — Og) . . . (rc — a^) 

und (p{x) eine willkürliche ganze Function {h — 1)**° Grades von x 
ist, die völlig exacten Gleichungen 

d d 

_ rgix)a(x)dx _ / * g(a;)a >(a)da 

^ ~J (« — ai)fl>'(öi)' • ••' ^'» ~ J (« — «m)«'(«m) 



a 

/^[(a;) ai(ic) y(fl;) dx=^0. 



> • 



(85) 



Andererseits ersehen wir, wenn wir in Formel (83) die Function 
f(x) successive gleich 

a){x)a{x) a(x)(o{x) ta(x)m{x) 

setzen, dals die Coefficienten 

unbedingt Null werden müssen, sobald das Integral 



a 

jgix) (d(x) (p{x) dx 



für jede ganze Function q>{x) (A — 1)**" Grades von x Null wird. 
Die Bedingungen 

sind also der einen Bedingung 

d 

Cg{x) (a{x) ip{x) da: = 

e 

gleichwertig, die ihrerseits, infolge der Willkürlichkeit der ganzen 
Function q>{x) (k — l)***^ Grades, folgenden i Bedingungen gleich- 
wertig ist: 

d d d 

J*g{x)m{x)dx = 0, J*xg(x)(D(x)dx = 0, ..., C7^^g{x)m{x)dx = 0. 

c c 

Setzen wir weiter 

C(xf) = ^ +|,^|fm-l+^^g^2 ^ ... +p^,j^ +1^^ (86) 
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so erhalten wir die Ic Gleichungen ersten Grades 

d d d V 

foif^g{x)dx + Pifaf^^g{x)dX'\ VPmj g{p)dx = 



(87) 



a a a 

Caf^^g{x)dx-\'Pi faf^g{x)dx + h Pmf xg(x)dx) = 

e e c 

d d 

raf*+^'-^g(x)dx -{- -{- Pmf^^^g{x)dx = Q 

c e 

mit den m Unbekannten 

Die Zahl k ist gleich oder kleiner als f». 

Wenn k kleiner als m ist^ so sind die Gleichungen (87) zur yoU- 
ständigen Bestimmung der Coefficienten 

JPi^ Pif ••• Pfn 
nicht ausreichend; wir können daher diesen Gleichungen noch m — k 
beliebige Bedingungen hinzufügen^ z. B. die Werte der Zahlen 

vorgeben. 

Hier wollen wir ausschliefslich folgende Fälle berück- 
sichtigen: 

l)k = in] 2) 4 = 1» — 1, Om = c; 3) A; = i» — 1, o», = rf; 

4) t = f» — 2, a^^i = c, am = d. 

Dabei nehmen wir an^ dafs für alle Werte von x, die zwischen c und d 
liegen, 

g(x)^0 

ist. 

Dann können wir beweisen, dafs für jeden der erwähnten 

Tier Fälle eine und nur eine Function G}(jsr) existiert, die den 

Bedingungen des entsprechenden Falles genügt. 

Wir fangen mit dem ersten Falle an und nehmen statt &(/) den 
noch allgemeineren Ausdruck 

«'W =Po'^+Pi'^' + ••• +K-i^ +JP^ (88) 

indem wir die Coefficienten 

Po f Pi } • • • > Pm— 1> Pfn 

so wählen, dafs das Integral 

d 

rg(x)a}^(x)(p(x)dx 

c 

6* 
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für jede ganze Function ^{x), deren Grad niedriger als m ist, 
Null wird. 

Die gestellte Bedingung reduciert sich auf das System der m homo- 
genen Gleichungen ersten Grades 

d d d 

Pf.'^fx^ciix) dx + py^'fx^-^g {x)dX'{ h Plfoi^) dx^O, 



e 
d 



Po'^Js^+^g{x)dx+Pi^yx"'g(x)dx H [- p^^ßi!g{x)dx=0, 



d 



(89) 



Po'^ß*'^^g(x)dx-\-Pi''ßc^''-*g(x)dx H f- p^^ß:''-^g(x)clx=0 

c c e 

mit den m -{- 1 Unbekannten 

Dieses System räÜBt unendlich viele Lösungen zu *) (auTser^ offenbar, 

J'o" = ft° = P." = • • • = K = 0)- 

Wir greifen eine Yon ihnen heraus und nehmen an, dafs beim 
Constanten Wachsen der Variablen z von c bis d die Function m^ijs) 
ihr Vorzeichen gerade { Mal wechsle. Vorausgesetzt sei dabei, dafs 
der Wechsel des Vorzeichens von ©"(jer) nur beim Uebergange von 
durch 

geschehen kann. 

Alsdann mufs das Product 

(x — üj) (a; — ag) . . . (a? — ai)a^{x) 

fiir alle Werte von rr, die zwischen c imd d liegen, beständig dasselbe 
Vorzeichen behalten; d. h., das Integral 

d 

Hx — a^) . .. (a? — ai)g(x)(o^{x)dx 

c 

kann nicht Null werden. 
Das Integral 



/ V(^)ffi'^) o)^{x) dx 



mufs dagegen unbedingt Null werden, wenn fp(x) eine ganze Function 



*) Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten. § 8. (Fünfte Auflage.) 
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von X ist und der Grad dieser Function niedriger als m ist. Somit 
ist l nicht kleiner als^ sondern gleich m. 

So haben wir uns überzeugt^ dafs die Gleichung 

io\z) = 

gerade m yerschiedene reelle Wurzeln haben mulB und dafs alle ihre 
Wurzeln zwischen c und d liegen. 

Folglich ist p^ nicht Null 

Dann aber kann natürlich auch die Determinante 

d d d 

raf^'-^g(x)dx, I ix^''*g(x)dXf ..., fg(x)dx 

c . e c 

d d d 

rx^g(x)dx , rx'^^^g(x)dx, ..., rxg(x)dx 

G 

d d d 

jx*'^-^g(x)dx, jx^'^-^g{x)dXy ..,, rx^'-'^g(x)dx 

e c 

nicht Null werden. 

Hieraus folgern wir, dafs die Gleichungen (89) die Werte der 
Verhältnisse 



Pt' 


Pt" 


Pi-x 


p" 


Po" 


Po" 


■••' Po' ' 


Po" 



ToUständig bestimmen. 

In anderen Worten besagt dies: alle Functionen (0^(0), die 
der von uns gestellten Bedingung genügen^ unterscheiden 
sich unter einander nur durch einen Ton unabhängigen 
Factor. 

Diejenige unter ihnen^ bei welcher der Coefficient von js^ gleich 
Eins ist^ bezeichnen wir mit (Om{0)» Gerade sie stellt die Function o(e) 
dar, welche der ersten der vier im Vorhergehenden bezeichneten Be- 
dingungen (k = m) entspricht. 

Indem wir weiter 

d 



ß 



S — X 



setzen, kommen wir zur verailgemeinerten Gauf^ sehen Formel: 

d d 

Hier sind %; o,, ..., Om Wurzeln der Gleichung iö,n(^) = 0. — 



86 
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Im zweiten Falle 



betrachten wir^ unter 

©«(«) und tniiß) 

die soeben eingeführten Functionen verstehend, die Differenz 
Infolge der Bedingungen des Problems ist 



J*g{x) { ©(a;) — a„,{x) ) q>{x) dx = 



a 

f g(x) m{x) q>(x) dx 

G 

d 

fg (x) fOm(x) 9 {x) dx 



= 0, 



für jede ganze Function (p(x)y deren Grad niedriger als m — l ist. 

Es kann sich somit (0(0) — <0m(/) von ©„— i(jer) nur durch einen 
von z unabhängigen Factor a^ imterscheiden, d. h. es ist 

(0(0) = a}fn(ßi) + am®m-l(jE^). 

Zur Bestimmung von a^ berücksichtige man die Bedingung 

cd(c) = 0, 



die uns 



liefert. Somit ist 



a, 



«mW 



®m-lW 



J ^(^^^a^i^^^ ^^ _ 









Z — X 



\ + ^n.fg(x)!!^ 



-lW-«m-l(«) 



Z — X 



dx 



Die Ton uns gebildete Function 



®'"^'') "" %;;i7w ®--^w 



geht filr jßi = c in Null über. 

Beim continuierlichen Anwachsen der Variablen is Ton c bis c2 
wechselt sie ihr Vorzeichen gerade m — l MaL 

> Hiervon sich zu überzeugen ist nicht schwer: man braucht nur 
dieselbe Ueberlegung anzustellen, wie wir es für die Function m^Qs) 
gethan haben. 



§20.] 



VeraUgemeinerangen. 



87 



Infolge all dieser Bemerkungen Tcöwnen wir die Formel aufstellen: 



Jgix)fix)dx^2 <(*,) + «».»;_.(^)'^^'^ 



t=al,t,...,m 



e 

(K^ eine Verallgemeinerung der Formel (65) des KJap, V darstellt 
Hier sind h^, h^, ..., &m Wurzeln der Gleichungen 

(Dm{0) + «m^m-l W = UUd «m = — ^ ' 

Analog erhalten wir, durch Verallgemeinenmg der Formel (66), 



Jg(x)fix)dx^2 <{h') + a'^a.'„_,(h/)f(Pi) 



i=sljS|... yin 



+l^^^,/(-'0|^ 



(«)+«>«_! (a?) 



« — d 



}V(i»)diC, (92) 



worin 6/, 6,', . . . , 6^ Wurzeln der Gleichungen 



»mW 



sind. 



Wm(^) + am«m-l(^) = UUd «m = — „> "" {d) 



Im vierten Falle endlich, bei dem 

k = m — 2, am~i = c, am = d 



ist, läfst sich die gesuchte Function 01(0) in folgende Gestalt bringen: 

<OmOÖj fOm{c), (o„,{d) 
cDm-i(^); ai„,_i(c), aim-i(i) 
aim-i(Ä), aim-i(c), ©«-»(d) 



9(^) = 



©m-l(c), »„-i(d) 



§ 20. Mittels derselben Ueberlegung wie im § 17 folgern wir, 
daüs die Formeln 



und 



®m+l(«) = (^ + ffm+l)®in(^) — l?m+lfl'm-l(^), 
V'm + l (^) *= (^ + ffm+l*m(^) 



— jPin+l*in-l(^) i 



(93) 



lf>mW 



«»mW 






« + & — •. 



Pm-l 



(94) 



g + qm^i- 



'm 



^ + % 



m 
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gelten müssen , in denen 

Pl} Ql9 Pi} iif ••• Pm} Qtn} Pm+lj Qm+if ••• 

von unabhängig sind. 
Für die Goefficienten 

Pl» Qlf P%} 9i) ••• Pmy Qm, ••• 

lassen sich noch bemerkenswerte Ausdrücke angeben. 

Der erste dieser Goefficienten, p^ , ist offenbar gleich 

d 

c 

Die Formel 

aiin+ 1 {e) — (j» + g,„+ 1) m^n (^) — l>m+ 1 ©m- 1 iß) 
giebt 

d 

e 

und 

d d 

J*g{x) am(x) m„,(x) dx = p^+i fg{x) cDm-i(a?) am-i(x) dx, 

c c 

da die Integrale 

d d 

fg{x) «m+i(ir) &m{x) dx , fg{x) cDm+i(^) ©m-iCa?) dx^ 



Jg{x) aim(x) ai„,^i{x)dx^ J*g{x)mm{x)[m„,{x) — x<On-~t{x))dx 



in Null übergehen. 
Folglich ist 



fxg(x)a^(x)<D^(x)dx 
S9(x)m^(x)a^{x)dx 



d 

J9{x)€a^(x)m^{x)dx 
jPm+l = —5 



fg («)»«-! («)«m-l(«) ^* 



Plft .-.jPm+l" fg{x)(Ofn{x)mm{x)dx. 





(95) 



(97) 
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Es mögen hier noch folgende Formeln Platz finden: 

^„.(jEf) CD„«i(;g?) — *m-l {») (Orniin) = P1P9 * . - Pm (96) 

und 

wobei 

ist. 

Die letzteren Formeln folgen aus (93) genau so, wie (76) und (78) 
aus (71) und (72). 

§ 21. Endlich wollen wir noch beweisen, dafs bei un- 
endlichem Anwachsen der Zahl m der Bruch 

«mW 

sich der Grenze 

d 

9(^) 



c 



dx 



nähert, wenn nur z nicht zwischen c und d liegt. 

Es sei 

c<d<z. 
Setzen wir 

80 erhalten wir aus (90) und (92) die Gleichungen: 



"mW ^Jz-a>^ "m-li^^mi") " "mW"m-lW 



und 



*mW . "»mW 



J t-x <»_(*) 



m(*) <»«(«)(«—*{«.«.<*) 

ffliW>0, aii(d)>0, a)j(«)>0, ai,(d)>0, ..., <»»(«)> 0, ©«(d)>0, 
Tmd 

«■mW /<? - A" 

ist 
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Auf gleiche Weise erlxalten wir bei « < tf < rf 

(c) 1 






W (c — 0){f», «, c} 

'm< 

Hieraus ergiebt sich leicht^ daXs 

d 









ist, sowohl für c < d < ^er, als auch för jef < c < d. 

Durch Vergleich dieses Resultats mit Formel (94) gelangen wir 
zu der bemerkenswerten Zerlegung des Integrals 



J e—x 



— X 



in den Eettenbruch 



dx 



j 



d 

9(/L ;i^— Pi 



dx 






^+ft- 4'g.- (loö) 



Die gegebene Ableitung der Formel (100) bezieht sich nur auf 
die Fälle, in denen c und d endliche Zahlen sind. 

Zur Vervollständigung unserer Ableitung wollen wir die Formel 
(100) auch für einige der Fälle beweisen, in denen c = — oo oder 
d= -\- oo ist. 

Aus den Gleichungen 

Q)g (g) j^ 1 Q)g(d) , j^ 1 
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ersehen wir unmittelbar, daJDs bei c<d<ß die Ungleichungen be- 
stehen müssen: 



S+q -p "'»-«^'^ 



»^,W • <»,^l(d) d+g _, !%=?(^'^ <* + ?«' »mW^ «i + Sm »«-iW 






daher mufis 



sein. 

Diese Ungleichung zusammen mit (98) giebt: 



o< /•iM.dx-^<-^^'^. 

J z-'X iD(z)^z — d z + q^ z + q^ 



d + q 



m 



i>, 1 1 



< 



< 






z—d j 






wenn c < rf < jef ist. 

Infolge dessen können wir die Formel (100) auf die Fälle er- 
weitem, in denen 

c = — <x> <d<0 
ist, imd die Reihe 



d + q^' d + q,> d+fc'---' d + qj" 

divergiert. 

Mittels ähnlicher Ungleichungen können wir die Formel (100) 
auch auf die Fälle erweitern, bei denen 

z <c<d^= + oo 
und die Reihe 

— 1 —1 —1 —1 



c + ffi' c + g,' c-fja'*"' c + qj 

divergent ist. 
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§ 22. Zum Schlüsse wollen wir unsere allgemeinen Betrachtungen 
auf Beispiele anwenden. 

. Beispiel 1. 

dx n n 



J («- 



x)yi — x* j_ g l 



-1 2^1 

Z z ^0 



T «^-27-.- (101) 

z 



z — 



1 

4" 



z — 



— 1 



Zur Ableitung dieser Formel erinnern wir uns, daCs bei positiyen 
ganzen Werten der Zahlen m und n die Ausdrücke 

cos [wäre cosisj = '^ ^ ^^ — und cos[n arccosj»] 

ganze Functionen von z und dals ihre höchsten Glieder respective 

2m-i^ und 2»-i2r» 
sind. 

Wir erinnern uns ferner^ dafs man jede ganze Function (m — 1)*^ 

Grades Ton in Gestalt der Summe 

Aq + A^z + A^ cos [2 arc cos je;] -| + Am-i cos[(iw — 1) arccosjer] 

darstellen kann^ wobei die CoefQcienten 

•^0? "^l; '••; -^m— 1 

Yon z unabhängig sind. 

Indem wir weiter x «» cos t setzen ^ finden wir 

/C08 rwarccosajlcoBrn arccoso;] . /* . ^ 7^ '»T*'»» 

— i= .JL ^ dx'^ I cos m< cos n W^ = 1 - 
Vi - «" J 1 ~ fürn=-w>0, 



hieraus folgern wir^ dafs fQr unser Beispiel 

»mW — -^m cos [m arc cos «] , 

+1 



—1 
ist. Hierbei haben wir 



. / V , / \ ir ßin [2 arc cos ^1 

^i\ y 9 iriv / 2 sin [arc cos £r] * 

, / \ I / \ 1 i / \ « sin r.3 arc cos «1 

^8V / ^8\ y 4 iri\ y 2< sm [ato COS ip] ' 
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und allgemein 
,/v , /v 1. /v n smriii arc cos z\ 

M^) = ^*m-lW- J *m-2 W - ^;r^, ' -a [arCC06.] 



ViP«-! 



km 



Auf diesem Wege gelangen wir nicht nur zu Formel (101), son- 
dern auch zu folgender: 






maaOO 



Hierin hat man das obere Vorzeichen fOr 0> -^ 1, das untere 
f&r <C — 1 zu nehmen, wenn man den Quadratwurzeln: 



yi — x^ und }/^ — i 

positive Werte beilegt. 

Bei 

-1<0< + 1 

verliert die letzte Formel wie auch Formel (101) ihren Sinn. 
Beispiel 2. Setzen wir in den Formeln (90), (91) und (92) 
^^'^^"yr^' c=-l; d=+l, 
so ist, unter Berücksichtigung des Resultates des vorigen Beispiels: 






. / \ « sin [m arc COS 0] « ^ / \ ^mW « 

^ X , / X cos [m arc cos if] + cos Um — 1) arc cos e] 

(OmW + «mOm-lW — ^^ITI , 

/ V , / XV cos [m arc cos z] — cos [(m — 1) arc cos z\ 

WmW + «mOlm-lC^; «= ^^ITi , 

^m W + "m'^m— 1 W si» [« WC COS z] + sin [(in — 1) arc cos g] 

— Jt 



"m(^) + "m"*»!— 1(') ^ ®"^ t*'* ^"^^ ^^^ *3 + (»» — 1) sio [{»» — 1) WTC COS g] * 

'^»n W H" **in®m— 1 (') sin [m arc cos g] — sin [(m — 1) arc cos z] 

— 7C 



®m W + "m*"iii— 1 W "* "^ t*** ^^ ^* ^] ■" (***"" ^) *^° [("* "■ ^) *'® ^^^ ^] ' 
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[»«- 



e 

<r 

tf 

Somit geben die Formeln (90), (91) und (92): 

ß^i - : \rh s) + r(- S) + • • • + r(«» 

— 1 



(««-l) 



^1 



+ /<■"« 



1.2 ... 2iR 2 



«m— 1> 



•+1 



2fii— 1 



+ 1 



— 1 
f{x)dx 



yi-^x^ 2m— 1 



2/^H2;^Zl) + 2/r(coB^-i^^ 
... + 2/r(coB(|^) +/•(-!) 



'»"i.2...(2äi— 1) jtai-a' 



(««—D 



(1?) 



1.2...(2«i— 1) 2 



wobei if fj, t mittlere Zahlen zwischen — 1 und 4' ^ siad. 
Betrachten wir nun die Function 



«m(^), fl'm(c), m^id) 

mm-i{z), mm-l{c)f Om~l(d) 

a)m-i(ßt)f ixfm-t(c), a),„_-8(d) 



©m-l(c), ««-l(d) 
am-2(c), Om-«(rf) 



welche wir gegen Ende von § 19 aufgestellt haben und welche för 

1 



9{^) 



-1, d= + l 



gleich 



cos [m arc cos e] — cos [(m — 2) arc cos e] 



»m — 1 



ist; so finden wir noch folgende Formel: 



— 1 



f{x)dx 



yi—x* 2m— 2 



+ 2/-(co8(^^) + A-l) 



/•(*"»— *)(^) 



1.2...(2m— 2) 2««^-»' 



Hierin ist %• eine mittlere Zahl zwischen — 1 und -|- 1 . 
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Wenden wir diese Formel auf die Integrale 
lÄB±^dx-»r nnd ^ t-,^= 

«J Vi-«» «JVi — «• 



' Log(n + a;) 

"* J ]/l— a; 
— t 

an, so erhalten wir 



d« 



Log (U + cos -J) < 1,0684496 

Log(ll + cos ^)< 1,0125375 

2,0809871 
r< 1,0404936*) 

J Log 10 - 0,5 
Log 11 > 1,0413926 

I Log 12 > 0,5395906 

2,0809832 
r > 1,0404916 

2Log(ll + cos 1^) > 2,14442749 
2Log(ll + cos ^) > 2,05803527 

Log 10 = 1 



Log {\\ + C08 -^j 



Log (11 + «) "^ * 



> 0,935935 






-^ > 0,987617 . 



,923552 
(f > 0,961776 

-i— = 05 

2 Log 10 "'*^ 

L^t < 0>960253 

^,<_^463315^ 

1,923568 
p < 0,961784 



2 



Log (ll + COB y I 



< 1,8652998 



Log/ 11 4- cos -^j 



-- < 1,9436013 



5,20246276 
r > 1,04049255 



Log 10 



L<^ 12 < 1,07918125 
2Log(ll + coB^) < 2,10684972 

2Log(ll + cos^) < 2,01643216 



I^g(l*+«»"-T-) 



4,8089011 
p < 0,9617803 

L5FI2 > 0,9266284 
> 1,8985692 



5^20246313 ^ (''+->' f) 
r < 1,04049263 



> 1,9837017 



4,8088993 
Q > 0,9617798 



*) Die Differenz 

r-|(Log (u +C08 ^) +Log (ll +C08 ^)j 



liegt zwischen 



Logg 



82.10* 32.12* 
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Mittels derselben Formeln finden wir: 

4-1 



i /•Lo^Jli±^ dx = ]im\y Log ^.?LE!!Li^!5^i] } 



lim I A. Log (ji +v^^or+i^^-v^" \ 



m== 30 



— Log ~ +-p^ = 1,04049258877 .... 

Beispiel 3. Betrachten wir den Fall der Formel (100), in dem 

c = , d = + ^^; ffip'ö '^ ^"' 
ist. Hier ergiebt sich 

<Om(g)°(— 1)"^* ^^ ==gm__^~l^ V^^ ^ ^m-2 ^ 

da 

00 00 

f^lllf^ g,(x)dx « (-1)- fe-'x-^ ^^ dx - 

J dar ^^ "^ ^ ^ J dar 



wird für jede ganze Function ^{x)y deren Grad niedriger als m ist. 
Hierbei haben wir: 



«- 



J da?*" da"* ^ ^ J dar\ dx"^ l 





OD 



1 . 2„.mCe-''xrdx = { 1 . 2 ... m} *, 



u 

00 





= (2m+ l){1.2...m}^ 
Wenden wir dies auf Formel (100) an, so finden wir: 

OD 

Pt =J*€r-dx =1, j>8 = 1, j>s = 2% J>4 ™ 3S . . ., |>«+i = m», . . . 


2l = -— 1, 2« "" — 3; ?8*""~5;--»; Qfm+1 ~ — 2m — 1, 

Andererseits ist bekannt, dafs die Reihe 

1 i i i ^ 



8' 6' 7' •*•' «m+1' • 

divergiert 
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Folglich ist; nach dem in § 21 Bewiesenen, 



00 

f '" dx ^ ^ 




J^-^ r 1 ' 




'^ ^ 2» 

e-s-- -^ 

8* 

^ — 7 — 


4« 



je — 9 — 

für jeden negativen Wert von g. 
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Zweiter Teil. 
Summen und Differenzengleichungen. 

Achtes Kapitel. 

Die Sammatioii in ihrem Zusammenhange mit dem Problem der 
Bestimmung einer Function aus ihrer Differenz erster Ordnung. 

§ 1. Betrachten wir ewei Functionen F(x) undf{x) einer Variabdn x^ 
welche durch die Gleichung 

JF{z) - Fix + K)- Fix) = fix) , (1) 

mit einander verbunden sind, in der h eine gegebene Zahl bedeatet. 
Indem wir in der Gleichung {1) x saccessive gleich 

a, a -f- Ä, a + 2 A, ... a -j- (n — 1)A 

setzen, erhalten wir die n Gleichungen: 

F{a + h)-F{a) = f{a\ 

F(a + 2h) - F(a + A) = f{a + A), 

F(n + 3A) — F(a + 2A) = f(a + 2A), 

F{a + nh) — F(a + (n — 1)A) «= f(a + (n — 1)A); 
und hieraus durch Addition : 

2r(a+nA)-F(a)=/*(a)+/*(a+A)+/'(a+2A)+.-.+/(a+(n-l)A). (2) 
Auf gleiche Weise finden wir 
F(a) — Fia — nh) = f(a — A) + /"(a — 2A) H h /"(« — wA). (3) 

In dem Falles dafs die Function f{x) gegä}en und F(x) unbekannt 
isiy können die Formeln (2) und (3) eur Berechnung von F(x) für jeden 
Wert von x dienen, der sich von der gegebenen Zahl a um ein MidHplum 
von h unterscheidet, wenn nur F{a) gegeben ist 

In dem Falle dagegen, dafs beide Functionen f(x) und F(x) 
bekannt sind, kann die Formel (2) gur Berechnung der Summe 

m + fia + h) +f(a + 2h) + ... + A« + (w -DA) 
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dienen; diese Summe bezeichnet man zur Abkürzung mit dem Symbol 

DcJier unrdy toenn * 

JFix) = f(x) (1) 

%st: 

a + n h 

F{a+nh)--^F{a)^f{a)+f{a + h) + .^.+f(a + {n^l)h)=^f{x). (2) 
§ 2. Es sei 

F{x) = -'- '-^ (jr+i)Ä- (^ constant). 

Alsdann ist 

f(x) = z^ J'Cx) = ^(a: - 6) (a; — fe — Ä) . . . (a; — fe - (* — 1)Ä) 
und Formel (2) ergiebt 

^ Aix — b){x — b — h) ... {x - b ~ (Ä — 1)Ä) 

a 

^ ul(a — h + nh){a — b + in — \)h ) . .^(a — & + (n — k) h) 

(k + l)h 

In dem speciellen Falle^ dafs h = a ist, haben wir 

a-j-nh t 

^y Ä(x — a){x — a — h) ,..{x — a — {k — 1)ä) 

_ A n(n-~l)(n-2)...(w — A;) ^^ 
~^ k+1 '*• 

f{x) sei irgend eine ganze Function w**° Grades von x. Eine 
solche ganze Function können wir in folgender Gestalt darstellen: 

f(x) = -4q + -^1 (^ — a) -j- A^(x — a)(x — a — ä) + • • • 

+ Am(x — a){x — a — h) ..,(x — a — (w — l)h). 

Andererseits überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit des folgenden 

Satzes: 

Wenn 

f(x) = Aq(Pq(x) + Ä^fpiix) H h A„,(p„,{x) 

ist, wobei 

"■"0 } 1 7 • • • ? -"w 

constante Zahlen und 

90(^)7 91(^)7 ••• 9m(j^) 

beliebige Functionen von x sind, so ist 

g-j-w A g-f-nA o-f-nA a-f-n A 



a a a 

7* 
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Hiernach ist: 

a a 

+ Am(x — d) .,.(x -— a — (m — 1)ä) } 
•= A^n + A^^ (x — a) + Ai^ (x — a)(x—a — h) ■] 

a a 

+ Am^ (r» — a) . . . (o; — a — (w — 1)Ä) 

a 

A I A ♦^(♦* — 1)l I A n(n-- l)(n — 2) ,, , 
I ^ n(n — l)...(n- m)^^ 

Als Beispiel diene: 

ic* = a: + a? (a; — 1) , 

a;« = a; + 3a; (ir — 1) + ir(a: — 1) (a; — 2) ; 
hier erhält man: 

l3+2»+3»+...+(n— 1)»=^^^^^^ + w(n - l)(ti — 2) 

n(n— l)(n— 2)(n — 3) rn(n— l)*» 



n(n~l)Cn— 2)(n — 3 )^f n(n— l} i 



Aus dem Vorhergehenden ersieht man^ dafs in dem Falle^ wo 
fix) eine ganze Function von x ist, der Gleichung 

^F{x)^f{x) 

eine ganze Function F{x) genügt, deren Grad um Eins höher 
ist als der Grad der Function fix)* 
Wenn 

fix) = JB^ + jB^a; + JB,a;* + . .. + Brn-^^x-^"^ + J?«a;'» 
und 

Fix) = Co + G,x + Qa:« + . . . + Gm-^^x^"^ + O.af» + C«+iaJ«+^ 
ist^ so lassen sich die Coefficienten 

^l; Cjy ••• Gm—\y Cmy Om+l 

bei gegebenen Werten von 

^0> ^l> ^n •••; -^m — 1; -Bf 

aus folgenden Gleichungen bestimmen: 



'in 
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(in+l)hCm+i = B„,, 

— j— ^ — Ä*CU+i + tnhCm «= Sm—l, 

Dem Coefficienten C^ dagegen kann man einen beliebigen Wert 
geben. 

Es sei z. 6. 

f{x)^x\ A = l, F{x) = Co + C^x + C^x^+ C^a^+ C^x^ + G^x^. 
In diesem Falle bestimmen sich die Goefficienten 

. Ciy Clg, Cj, Cd, O5 

aus den fönf Gleichungen: 

5C5 = 1, IOC5 + 4C4 — 0, lOCß + 6C4 + 3G, = 0, 
5C5 + 4(7, + 3Cs + 2C, = 0, C, + C^ + C, + C, + C, = 0, 
aus denen wir ableiten: 

^5—6' ^4=='~2' ^«~3' Ci = 0, Ci = — 3^- 
Demnach ist 
14I94_L?I4I j_r^ n4 ^* a;* a:» aj (6a; »— 9a;'+ a; +l)a;(a;— 1) 

l+2+3+..H-(^— 1) =y-Y + T — 80 80 

§ 3. Wir gehen zu den Fällen über, dafs 

fix) = d' , fp{x) 

ist, wobei d eine constante Zahl und (p(x) eine ganze Function von x 
bedeutet, und leiten die Formel der sogenannten partiellen Stimmation 
ab, welche der Formel der partiellen Integration analog ist. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Differenz des Productes 
zweier Functionen 

^il;{x)(p(x) = {(p{x) + zfq>(x)}t{x + Ä) — (p(x)^{x) 

= v(^){tl^(x + h) — t(x)}+ il;(x + h)^ip(x) 

= (p(x)^ilf(x) + ^(o? + h)Jq)(x). 

Hieraus leiten wir 

o+nA a-4-n A 

a a 

ab und kommen so zu der genannten Formel der partieüen Summation: 
V y(a?)^»(a?)=« V<a+nA)y(a+n^)~^(a)y(a)— ^ ip{x-{'h)^(p{x). (4) 

a a 
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Es sei jetzt 



Dann ist 

und Formel (3) giebt: 

a a — 1 a — 1 a 

Wenn g?(a;) eine ganze Function m**° Grades von o: ist, so ist 
J(p{x) eine ganze Function (m — l)**'" Grades von x. 

In diesem Falle erhalten wir durch Anwendung der Formel der 
partiellen Summation auf die Summen: 

a -\-nh a-^-n h a-^nh ■ o-f-nA 

2!d'ipix), ^d'J<pix), ^d'J'vix), ..., ^d'J'^ipix) 

a a a a 

folgende (m + 1) Gleichungen: 

a a 

a a 



2>^-,<«)- ■^+--^ ^,(„). 



ö-j-nA 

d*-l 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich leicht der Ausdruck: 



ja+«A / jA 




a 



d'(p{x) = ^^ — ^ 9)(a + wÄ) 7 ^9?(a + nh) + 



lA \ m 



+ (^) ^'"''^" + "*)} 



A / jA \2 
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Hierbei läfst die Gleichung 

JF{x) — d* . q>(x) 
die Losung 

^(^) = :£ri { 9'(^) - /ii ^''C*) + • • • + (-J'iT)'"^v(^)) + c 

zu, in der C eine willkürliche Constante bedeutet. 

Das erhaltene Resultat giebt uns die Möglichkeit, die Summe der 
unendlichen Reihe 

d^(p{ä), (f»+V(a + Ä), d«4-8*y(a -|- 2h), . . . 

fftr den Fall zu bestimmen, dafs bei ä > der absolute Wert von d 
kleiner als Eins ist*). 
Dann ist nämlich: 



CO 



da 

ist. 

Zum Beispiel ist: 

a« , (g + ly , (0 + 21' I ... « fl« + ^(2a+l) + f.2 ^ a ' + a + l 
ga t" ga+1 "»" ga+S t" ' * ^ 2 . 8''~* ^ 2.8*-^ 

Der Zahl d kann man auch complexe Werte geben; auf diese 
Weise können wir Ausdrücke der Summen 



a-4-raA a-\-nh 




Q'fp{x) cos ttx und ^^ P*?P(^) 8^ «^ 



ableiten, in denen ^ und a constante Zahlen sind und (p(x), wie firüher, 
eine ganze Function von x ist; man mufs dazu nur 

setzen. 

Man kann sich leicht davon überzeugen, daXs den Gleichungen 

^F(rr) == p*9)(a?) cos aa; und Jt\(x) ^^^^ Q'<p(x)mi ax 

die Ausdrücke 



*) Wenn bei 7» > der absolute Wert von d gleich oder gröfser als Eins 
ist, 80 ist unsere Beihe divergent. 
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F(x) = qF \9q(x) cos ax + 9^ (x) sin aa;] 
und 

Fi(x) = Q'[OQ{x)ainax — 9i(x)cosax'] 

genügeil; in welchen ^o(^) ^^^ ^i(^) g^^ze Functionen von x vom 
selben Grade wie'q>(x) sind. 

Zur Bestimmung der Functionen ^o(^) ^^^ ^i(^) Tonnen wir 
die Methode der unbestimmten Coefficienten benutzen , wie wir an 
Beispielen zeigen wollen. 

1) Es sei 

^(ir) = 1, Ä=l, a == 0. 
Dann ist 

F(x) = p*[J.cosaa; + JB sinaar], Fi(x)==Q''[Ä8maX'—B cosax], 

jdF{x) = p*+^[^ cos («0? + «) + JB sin {ax + a] 

— p*[^cosaa; + jB sinao:] 

= Q'[Ä{fi cos« — 1) + JBp sinajcosao; 

+ p*{ JB(pcosa — 1) — Aq sinajsinaa; 

und die Coefficienten A und B bestimmen sich aus den zwei Gleichungen 

A (p cos a — 1) -}- Bif sin « = 1 und B (p cos a — 1) — -4p sin a = 0, 

d. h. es ist: 

Q cos a -r, 9 sin a 



A . \''r", . , JB = 



1 — 2^cofla + P*' 1— 2^C08a+^* 

Folglich erhalten wir: 
1 + p cos « + p' cos 2a + • • • + p""~^ cos (w — l)a 

(1 — (f cos a) (1 — p* cos na) + p*"*"^ sin cc sin m« 
, 1 — 8 9 cos a + p* 

und 

p sin a + p* sin 2a + ••• + p""^ sin (n — l)a 

p sm a (1 — p** cos n«) — (1 — p cos «) p* sin n« 

1 — 2pcosa-|'9* 

Diese letzteren Gleichungen gehen bei p = 1 über in: 

a , 2n — l 

sin — + sin — - — €c 
2 2 

1 + COS a + cos 2a -f- • • • + cos (n — l)a = — 

2 sm - 

a 2«— 1 

cos -- — cos — - — a 
2 8 

sin « -(- sin 2« + • • • + sin (n — 1)« = 



I ^ 
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Hieraus leitet man leicht fiir p < 1 folgende bekannte Formeln ab: 

00 

l+pcosa-|-P*cos2a+p^cos3aH = ^, p'cosaa; = z — ^^ ^-^, 



CD 

p sina+ p*8iu2a + p'sin3a + ••• = /. p*sin ax =^ — psm« 



2) Als zweites Beispiel nehmen wir 

^(x)^^x, Ä e= 1, p = 1. 

# 

In diesem Falle ist: 

F(x) ={A + Cx) cos ax -}- {B + JDx) sin ax 
/IF{x) = {A-\-C'\'Cx) co8(ax + «) + {B+D + Bx) sin(aa; + a) 

— (-4 + Cx) cos ax — (JB + Bx) sin aa; 
== [(4+(7)cos « —-4+ (i?+Z)) sin a+ { C7(cosa— lH-Z)sina}a;]cosaa; 
+ [— (-4+C)sinaH-(jB+Z))cosa— B+ { D(cos«-l)-Csina }ar]sinaa;-, 

die Coefficienten A, C, B, B bestimmen sich aus den vier Gleichungen 

C7cos(a — l)-[-Z)sina=l, -4(co9« — l)-f-(7cosa + -Bsina + Z)sina=0, 
2)(cosa— 1)— Csina = 0, — ^sina — Csina-f"- ^(cosa— 1)+-Dcosa=0. 

Wir finden so 
C^-i, D==_!i^-- = ^l, A ^— , B = 0. 

2' 2 (1 — cos o) « . « ' ^ . • « ' 

^ 2 Bin — 4 sm' -- 

2 2 

Folglich ist: 

(tfW \ tfV ^W 

1 — 2n sin' — | coa an + 2n cos— sin — sin an — 1 



n 



cos ax «= 



4 »»^" 2 



n sin a (n — — ) 
cos an — 1 1 \ 2/ 

T 



(2.in|) 



2 8111- 



(4V \ #v ^w 

1 — 2n sin* -ä/^üi an — 2n cos — sin— cos an 



V 



a; sin a^ =s 



^ sin» I 



n cos a 
Bin an 



(-s) 



4 sin' -— 2 sin — 

2 2 
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§ 4. Recht einfach drückt sich die Summe 

a-\-n h 
a 

selbst in dem Falle aus, dafs f(x) die Grestalt des Bruches 



f(x)^ 



q>(x) 



x(x + Ä) (oj + 2Ä) . . . (a? + mh) 

hat, worin q)(x) eine ganze Function (m — !)*•*' oder noch niedrigeren 
Grades von x ist. 

In der That folgt aus der Gleichung 

m 

. 1^ ^ ^kh 

x(x + h) (x + '2h) . . . (x+ (k — lÄ) " x{x+h) (x + 2h) ... {x + kh) 

die andere: 

a-\-nh 

j^ x{x + h) ,., {X +~kK) *** ÄÄ a(a + Ä) . . . (a + (^- — l)h) 

a 

"" hk (ä + nÄ) ... (a + (ti + ifc--l)Ä) ' ^^^ 

Andererseits kann man jede ganze Function <p (x) (m — 1)^ Grades 
von X in folgender Gestalt schreiben: 

q>{x) = 4<j + -^1 (^ + ♦»*) + -^2(^ + wÄ)(ii; + (m — 1)ä) -j 

+ Am^i(x + mA)... (x + 2h), 
so dals 

V y(^) ^ j V ^ I / V ^ ' 

^ x{x+k) ... (a:+ m Ä) ^«^ xC^+A)... (a:+mA) ^ ^^ x{x+h)...{x+m—l)h) 

a a a 

a-^nh a4-nh 

"1" -^«^ a!(x+A)...(a!+(m— 2")Ä) "' l"'^'»-i^ «(«+*) 






( ^ ^ 1 + 



' Ä l a a + tiÄ i 
wird. 

Dies Resultat kann uns zur Bestimmung der Summe der un- 
endlichen Reihe 

fp{a) <p(a+Ä) qp(a + 2Ä) 



a(a+h)...{a+mh)^ (a+Ä)(a + 2Ä)...(a+(in+l)Ä)' (o + 2Ä) ... (a + (m + 2)Ä)' 
dienen; wir finden nämlich 
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yy y(a;) .^ ^o i ^ 

j^ x{X'\-h),.,{x+mh) mÄa(a+Ä)...(a+(m— DA) ' (m— l)Äa(a+Ä)...(o+(m— 2)ä) 

a 

+ IW— 2 I m — 1 

2Aa(a + /i) "^ ÄÖ" ' 

da bei unendlich wachsendem n alle Aasdrücke 

1 1 1 



(a + tiÄ).. (a + (n + m— DA)' (a + nÄ)...(a + (n + m — 2)Ä)' ' "' a + nh 

sich der Grenze Null nähern. 
So ist z. B.: 

1.2.3.4 ■*" 2.8.4.6 ' 8.4.5.6 ' ^ «(a; + l)(j; + 2)(a; + 3) 

1 

^ ^ — 6 + 4 (x + 3) ^"^ -zA 

^ x{x + !)(« + 2){z + 3) jLd x{x -\.\){x + 2) {X + 8) 
1 1 

, V__l-__ i J- 1 = i 

'^ a:(a;+l)(« + 2) 8"^^ 3 

1 

und 

aj^+i) ■*" (a+l)(a + 4) + (a + 2)(a + 6) "* ""^ S(x+F) 

a 

^ {x+\){x + 2) ^-^ 2--2(a; + 8) + (a; + 2)(a;4-3) 

'^^ x(a;+l)(a;+2)(a: + 3) ^ «(« + l)(« + 2)(a: + 8) 



a 



' +^ 



3o(a + l)(a + 2) a(a + 1) » a 

Hier ist in beiden Beispielen /t «= 1 . 

Bis jetzt haben wir stets torausgesetzt, dafs der Grad der ganzen 
Function (p{x) in dem Ausdrucke 



x{x + K){x + 2Ä) . . . (x 4- mÄ) 
niedriger als m sei. 

Wenn nun der Grad von fp(x) gleich m ist^ so können wir ebenso 

wie früher 

^>{x) = -4o + A^{x + mÄ) + 1- Am-i{x + wä) ... (a: + 2A) 

+ J[,„(a; + mÄ) . . . (a: + ä) 

setzen; dem entsprechend finden wir: 

a-^-nh 

<7 <Pj?) = :^ I ? ^- \ 

j^ «(«+Ä)...(«+»*Ä) »»Ä 1 a(a+Ä)...(a+(w— 1)Ä) (a+«Ä)...(a+ (m+n— 1)Ä)1 

a 



4.... + ^£r^|i__L_|4.,l Vi. 
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In dem Falle endlich, dafs der Grad von q)(x) höher als m iat^ 

kann man aus dem Bruche 

5pW 

x(x -j- Ä) . . . (rc + tnh) 

eine ganze Function herausziehen. 

Man kann also sagen, dafs die Berechnung der Summe 

^ qp^^) 

a 

in der (p{x) irgend eine ganze Function von x bedeutet, sich auf die 
Berechnung der Summe 

Vi = l-i.-J_J ^ U 4- J 

^x a • a + Ä • + 2Ä "•" * a+(n — 1)ä 

a 

zurückführen läfst. 

Diese letztere Summe kann man nicht mittels der Formel 

^ x{x+h)...{x+kh) kh\a(a+h)...{a+(k—l)h) (o+nA)...(«+(n+*— 1)A)I 

bestimmen, da man h nicht gleich Null setzen darf. 

Bei niedrigen Werten von n bietet die Berechnung der Summe 

a-\-nh 

4^ X 

a 

keine wesentlichen Schwierigkeiten dar. 

Für hohe Werte von n werden wir späterhin eine Naherungs- 
formel geben, mittels deren man die Summe 

a + nA 

^J X 

a 

mehr oder weniger genau berechnen kann. 
§ 5. Wir nehmen 

wobei wir x so grofs voraussetzen, daCs bei seinem weiteren Wachsen 

der Bruch . , ^ 

A-^Bx 

C + Bx 
beständig ein und dasselbe Vorzeichen behält. 

Was arctg anbetrifft, so wollen wir der Bestimmtheit wegen 
verabreden, diesem Ausdrucke den Werth zu geben, der zwischen 

— I und +1 liegt 



i 



J 
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unter diesen Bedingungen wird 

AT?f \ ^ L Ä+Bx , Ä + Bh + Bx , Ä + Bx 

_ {Ä+Bh+Bx)(C+Dx)—iC+Dh+Dx)(A+Bx) 

— arctg ^c+Dh+Dx){C+lJx)+{Ä+Bh+Bx){A+Bx) 

«= arctff — i ; — i , 

^p + qx + rx*' 

worin 

A*+C*+(CD +AB)h 2(CI)+AB)+hiB^+D*) B' + D « 

-P"^ BC—ÄD ' *~ BC-^AB ' ^~B(7— uiD 

ist. 

Aus diesen letzteren Gleichungen ^ welche die Coefficienten p, q, r 

mit den Coefficienten A, B, C, D verbinden, leiten wir ab: 

B^ + D ^ _ CD + AB ^ q — hr ^«+C» ^Pt^^+J^'^ 

BC-AD'^^' BC—AD~ 2 ' BC—AD'^ 2 ^ 

Wir wollen jetzt bei vorgegebenen 

q und r 

p, -4, B, C, D so wählen, dafs die Gleichung 

^ , A + Bx . Ä 

^ arctg ^^-^- == arctg ^,^^^^,^, 

in der That erfüllt ist. 

Zu diesem Zwecke bestimmen wir zuerst den Coefficienten p aus 
der Gleichung 

r(2p-hq + h ^r) ^ j , /« - ^_r\^ 

wir erhalten dabei 

Nun ist nur noch notig, den zwei Gleichungen 

g«+^' CD + AB q^-hr 

BC—AD^^* BC-AD^ 2 

zu genügen. 

Da die vier Coefficienten 

A, B, C, D 

nur zwei Gleichungen genügen sollen, kann man zwei von ihnen will- 
kürlich vorgeben. 

Wir setzen, um möglichste Einfachheit zu erzielen, 

C— 1, D = 
und finden so: 
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[§ 6. 6. 



Auf diese Weise kommen wir zu den Formeln 



und 

a-\-nh 



^arctg j«-^'^': + ra:) = arctg ^_^^._^./^*^^ 



4r5X + 4r*a;* 



2 ^'''^*8 4 + g'-AV 



4rÄ 



4-4rgx + 






Hieraus leiten wir für r > ab: 



OD 



> arctg .— r— « — i:r-t-T-Ä , . » , = o *- arctg - -z r ra\, 

a 

Zum Beispiel: 

arctg I + arctg | H f- arctg ^^^s + •• = | — arctg 1 = ^, 

arctg I +arctg -3- ^ 1- arctg 3^ ^ ^^^, + • • = f — arctg 2. 

§ 6« Zum Schlüsse dieses Kapitels wollen wir verschiedene Bei- 
spiele behandeln. 

Beispiel 1. 



^ , .«4-1 , ,af 

1+a" 1 + a* 



2 a' 



' 1 — O*^ 



1-a 



o' . a* , a*^ 



1 - a« "^ 1 — a* "^ 1 — a« ^ ^ , ,* 

1 — a 



l+a 



14-a' 



I«I<1 



2(^-«) ad-«*') 
Hieraus folgt für 

die Formel 

i -^a* "• l — a* "• 1 — a* "l ^ -~ ^,»+» ~ 2(1 — ^ ~" "2 ' 

Beispiel 2. 

j^ r_(_JL_l*=_ 



af = oe 



8*+* sin 



5J.+1J 



\ 



2*ain 



gr + l 






daher ist: 



(,1|)'+(..1|)"+ ■■■+(;.»". iJ (»••)' (»..UJ- 
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Bei unendlich wachsendem x finden wir 



2\^'<^^) («COBfj 



\ain «•/ ^« 

Beispiel 3. 




1.^ 1.^ i.d 

^:fi ^^^ ^^+1 - ^ cö*8 ^ = ^^TTi *8 ^^+I5 

daher ist 

tg^ + |tgy + ... + ^tgJ — ^ cotg J - 2cotg 2^. 



Folglich ist: 



x = oo 



2^tgJ = tg^ + |tg| + ltgJ + -- = ^-2cotg2^. 



2' "2 
«=0 



Beispiel 4. 

(2-+^ sin ^:f - (2' 8iB ^y ^ 2»H-. (si„ ^^^ , 
also: 
(.in »y+ 2.(»n|)* + ... + 2..(.b. J)'-(2.™ J)'-(^)'. 

Somit haben wir: 



«=« 



22-(8in jy= (8in^)*+ 2« (sin |)V4«(sin f) V •=*'-(^)* • 
Beispiel 5. 

a ( a+l){ci+2)..,(a + x+l) a{a+l)...(a + x) ^ («+l--a)tt(g+l). /.(g+g) ^ 

a(o+l)(o+2)...(a+a;) a(a + l)...(a+a;— 1) a{a+l)..,ia+x) ' 

hier wird: 

"• a ■■ aCa + l)"* * o(a"+ 1)... (a + a;— i) 



(a+1— o)a(a + l)...(a + a: — 1) « + 1 — a 

Hieraus leitet man für 

a— a— 1 >0 
leicht ab: 

g «(« + !) , a(« + l)(a + 2) a-1 



a ' o(a+l) ' a(o + l)(a4-2) ' a— a — 1 
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o o 

« a 

§ 7« Nelimen wir die Taylor'sche Formel mit dem Resigliede 
in der Gestalt eines bestimmten Integrals: 

^(a; + Ä) _ ^(x) = h»'ix) + y »"{x) + • • • + J* »"{x) 

h 



und setzen wir successiye: 

X 



Hx)'='lff{p)dx, f{x), hf'ix), hY'ix),..., A"-«/x— «(a;) . 

A; = w, m — 1, w — 2, m — 3,..., 1, 

so erhalten wir m Gleichungen 



a:-f A 



lffix)dx = fix) + ^, fix) + -j; f'\x) + - + ^' r-'>(a:) + iJ., 

h^rix)^hrix+h)-hr(x)==hY'{x) +■:-{- ^^r''^^x)-\-ii,, 

Ä'»-«^/-('»-«)(x) =. Am-Y('n-«)(a;+Ä)— Ä"-Y("-»)(a;)=A'»- Y<'»-«(a;)+iC , 
in denen: 



A 



^' - J iin — ^;^^j;i — '^^^ ^ =J (,7rri)i — );^^ir— '^^^ 





A A 








ist. 
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EuIer'B Formel. 
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Aus allen diesen Gleichungen leitet sich leicht die folgende ab: 

\Jf{e) dz + A, Afix) + A^h^lf'ix) + • • • + A„,-xh'^-^Jf'-'—*^{x) 

= fix) + CM'i^) + C,hr'{x) + C,hr"{x) + . . . 

4- c^-iA^-Y^-'-^'C*) + ^, 



in denen 



^l "■ 2^ + -^1» ^« — s; "Tg'*'"'' 



Cm — l 



^i 



^ 



und 



m! "^ (m— 1)! "^ (m — 2)! ^^ 



H ^ — 4" -^m— 1 



2? = üi + JiiJ, + ^,«3 + •.• + ^^-iB», 

ist und man den Coefficienten A^, A^^ ... Am—i beliebige Werte 
geben kann. 

Wir legen den Coefficienten 

die Werte bei, welche sich aus folgenden Gleichungen bestimmen: 
1 + A = 0, 



\ + 4^ + ^.=o, 



3! 



4! + st + V + ^s ~ ^' 



^ I ^1 I "^ [ 

1 "«" rm — IM ' t%n — ^\\ • 



IH! ■ (m — 1)! ' (M— 2)! ' (m-8)!~ "r ~ ' 



2 



0, 



(7) 



und erhalten so: 



f(x) = \J f{B)d!S + A,Jf{x)+A,hJf'{x)-\- - +^„_,Ä»'-«z//-("-«)(x) 



X 

h 



-J ^"'('^ — ^^?^"'''' 



(8) 







wobei 



ist. 



(w — *2)! 



<P«» W = £ + A r^i + ^. Sr^iT + • • • + ^«.-1^*- ^^ (9) 



Indem wir 

a; = a, a + A, a + ZÄ, ..., a + (w — 1)ä 

setzen und der Kürze wegen a'\-nh mit dem Buchstaben h bezeichnen, 
erhalten wir die n Gleichungen: 

Markoff, DUrerencenreoliniuig. 8 
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a+8A 



a+A 





J ^ 

/•(a+Ä) = yj f(z)dz + ^i^r(a + *) + ••• +^»-iA—*^ /•<"-«(« + *) 

A 




6— A A 



-Jr-\h-z)q>^{z)^t. 



U 



hieraus leiten wir mittels Addition die Formel 



a 



f(x)^lffiz)de+AAfib)-f{a)] + A,h[f'(P)-no^)) + - 



X^b 



XBsa 

ab; die als Euler' sehe oder Maclaurin'sche Formel bekannt ist. 
Der Ausdruck 

i *=6 } 

heifst das Restglied der Eider'schen Formel. 

Der Zahl m kann mau, von 2 beginnend^ beliebige Werte geben. 
Dabei zeigen uns die Gleichungen (7), dafs der Wert jedes Coefficienten 
Ak vollständig durch den Index k bestimmt ist und dafs er von m 
unabhängig ist, so dafs die Functionen 

9^» W = i\ + ^1 -T + ^«*'^' 

94 W = 4 i + A sf + A^ + M^^, 



9m W - „„ + ^» (,„ _i),- + A (,;rräyi + • •• +^— » -t- + ^»-x*"-'« 
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dieselben Zahlen 

-"!> -"2; -"8? •••? ■"»»— 2; -^m— 1 

enthalten. 

Wir verabreden also^ in allen Betrachtungen dieses Kapitels unter dem 
Zeichen Ajt die Zahl zu verstehen^ die durch die genannten Gleichungen 

y + -Aj = 0, ^-| + "Y" + -^2 *== 0, . . . , 

()fcTir!''"Ä + (ifc=V)-i + -- + %i+A = o (7) 

bestimmt wird. 

Die successive Berechnung der Coefficienten 

^i) -^; -^8? • • • 

bietet keine wesentlichen Schwierigkeiten dar. 

Die Werte der ersten sieben Coefficienten sind: 

j — 1 A ij_i ^ A — ^_L^ ^ A 
^1 2? ^2 — — e "T- 4 = 12? ^8 24"^ 12 ~ 24"^ ^> 

* i2Ö • 48 72 720 ' ^5 720 "• 240 288 ■» 1440 ~ ' 

J = -V 4. A i_ 4. _i JL 

c 6040 ' 1440 1440 » 4320 30240 ' 
^'~7!l 8^2 12^24 12 1 "' 

§ 8. Wenn f{x) eine ganze Function von x und ihr Grad niedriger 
als m ist, so ist das Restglied der Euler'schen Formel gleich Null. 
In dem speciellen Falle, dafs 

ist, finden wir: ^ ' 

b 

Hier ist 6 = a -f- ♦^Ä und w bedeutet eine positive ganze Zahl. 
Demnach ist 

Ä r.-2.8...(m-l) 9>-(^) " 9>m(a). (1 1) 

Hieraus erhalten wir, indem wir a «==» setzen und die Gleichung 

9^(0) = 



berücksichtigen, 

lm-i^2"»--^-| h(w — l)'»-i== 1.2.3... (w—1) 



m 



m 



= — +-4iW'"-^+-44(m— l)n'"-*4-••• 
+^^-ln(m-l)!. (12) 

8» 



I 
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In dieser Weise kann die Function (pm(x) zur Berechnung der 

Summe 

im-i ^ 2^-1 ^ \-(n — 1)"'-^ 

dienen. 

Zum Beispiel ergiebt sich: 

1 +2 +3 +... + («_!) =y_i„, 

l2 + 2* + 3* + ... + (n-l)*=f-in»+in, 

1« + 2» + 3» + ••• + («-!)» = ^*-in»+{nS 

1* + 2* + 3* + •■• + (n-1)* = ^' _ i„«+ i„._ ^^„, 

15 + 2» + 3» + - + (M-1)' = y - { »*+-«*- ^»S 

1« + 2« + 3« + •■• + (n- 1)«= ^' - i„6^ A.„6_ 1 „3+1«, 

17 + 2^ + 37 + ... + („_iy=^'_|„T+^„«_^„* + ^„*. 

Dieselbe Formel (11) giebt für 6 = 
im-i^ 2'»->H \-(n— l)'^^-{-n'^-^= {—!)"' 1.2... (tn-l)^^^- (13) 

Durch Vergleich von (12) und (13) erhalten wir 

V^inh) - (- 1)>„(- «Ä) = - '^^^ . 

Hierbei kann man der Zahl n nicht nur positive ganze Werte^ sondern 
überhaupt beliebige Werte geben. Da die beiden Teile dieser Gleichung 
ganze Functionen von n sind, zwei ganze Functionen einer Variablen 
aber, die bei allen positiven ganzen Werten der unabhängigen Variablen 
einander gleich sind^ identisch sein müssen, so ist: • 

<p„(«) - (- 1)»94- *) = - ^^, (14) 

für jeden Wert von e. 

Hieraus folgern wir, dafs 

eine gerade oder ungerade Function von z ist, je nachdem m eine 
gerade oder ungerade Zahl ist, da wir der Formel (14) auch folgende 
Gestalt geben können 
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Mit andern Worten: alle Coeffieienten ^a uiit ungeradem Index ky 
Ai ausgenommen^ sind gleich Null: 

= A^ = A^ = Ät = Aq=="" 

Berücksichtigen wir nun noch die beiden einfachen Formeln: 

9m(Ä - ^) — 9«(— z) = h \^_^y y (15) 

9/nW + (— 1)"-' <P-(Ä - ^) « 0. (16) 

Formel (15) folgt aus (11): man mufs nur a mit — vertauschen 
und n gleich Eins setzen. Was die Formel (16) anbetrifft^ so läfst 
sie sich leicht aus (14) und (15) durch Elimination von q>m( — Js) 
ableiten. 

Aus den Formeln (15) und (16) ersieht man, dafs 

9)ot(-o) = ist bei ungeradem m, 

9m(Ä) = bei jedem m. 
Folglich ist bei ungeradem m 

h 

eine ganze Function von e, 

§ 9» Jetzt ist es nicht schwer ^ sich zu überzeugen , dafs bei 
geradem m die Function 

dasselbe Vorzeichen f[ir alle 0, die zwischen und h liegen, behält, 
und dafs bei ungeradem m die Function 

h 

dieselben Eigenschaften besitzt. 

Um dies zu beweisen, wollen wir diejenigen Wurzeln der 
Gleichungen 

betrachten, die zwischen und h liegen, die aber weder mit noch 
mit h zusammenfallen. 

Wenn die Zahl solcher Wurzeln för die Gleichung 

gleich «m ist, so ist nach dem Satze von Rolle die Zahl der Wurzeln 
für die Gleichung 

(p'm{0) = 
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nicht kleiner als a^ + 1 '^^^'^ ^^ die Gleichui^ 

nicht kleiner als am, da die Gleichung 

q>m{2) = 

noch die beiden Wurzeln: 

js? = und z = h 
hat. 

Andererseits haben wir bei w > 2 : 

= 9)^.i(^) + ^^lÄ— ^ (17) 

Wenn also m > 3 ist, so ergiebt sich bei geradem m 
(p'„,{z) = 9m-i(^) und «„, + 1 ^ «„,«1 , 
und bei ungeradem m 

9w(^) == 9m- iW = 9m-2 (^) und a,n < ««a-2 ^ am-4 < «m-ö * ' * ^ «J- 

Nun hat man a^ «= 1 ^ da 

ist. 

Folglich wird bei ungeradem m 

«m = «3 = 1 
und bei geradem m 

CCm = «m-l 1 = = OTg . 

Mit anderen Worten: die Gleichung 

besitzt im Intervalle von z = bis z = h bei ungeradem m nur eine 

Wurzel 

h 

und bei geradem m keine Wurzel (auJEser und h). 

Hieraus folgt unmittelbar der von uns ausgesprochene 
8atz über die Unveränderlichkeit des Vorzeichens einer der 
Functionen 



q>m{fi) und 



h 
'-1 



bei continuierlichem Wachsen der Variabein z von bis A. 
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Aus Formel (17) leiten wir noch, indem wir m durch m -j- 1 
ersetzen y die Formel ab: 

h h h 

J*9>m{^) dz ^J'tp'^^iQs) dz — ÄmhT'j'dz 



= <P^+l(Ä) - 9m + l(0) - ^mÄ'«+^ = — ^^A'" + l. (18) 

Diese Gleichung zeigt^ daJs der Coefficient Am niit geradem Index m 
nicht Null sein kann und dafs sein Vorzeichen entgegengesetzt dem 
Vorzeichen von 

für < ;ef < A ist. 

Das Vorzeichen von 

9>m + 2(^) 

ist bei geradem m und bei 0<z<h dasselbe^ wie das von Amp da 
bei geradem m: 

ist. 

In dem speciellen Falle von: 

ist: 

^^(^,) = 'J^<0 und y4W- ''^\7^^' >0, beiO<^<Ä. 

Indem wir successive von m = 2 zu m = 4, 6, 8, . . . übergehen^ 
finden wir^ dafs 

9^(0) >0, A<0, 96W<0, beiO<^<Ä, 

und allgemein 

(-1)*92*(^)>0, (-l)*-^^2*>0, (-l)*9)2H-»(^)<0, beiO<^<Ä 

ist 

Statt der Zahlen 

A^, A^y Aßf A^y . . . 

betrachtet man gewöhnlich andere Zahlen: 

i>j, 2)2; ^87 ^4? • • • 

die unter dem Namen der BernoulU'schen Zahlen bekannt sind. 

Diese letzteren Zahlen sind positiv^ und mit den Zahlen A durch 
die Relation 
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verbunden. 

Was die Functionen 

anbetrifft; so nennt man sie (wenigstens für ä = 1) oder gewisse 
Functionen, die sich von diesen um einen von z unabhängigen Factor 
unterscheiden, BernoullV sehe Functionen. 

§ 10. Wir wenden uns nun zum Restgliede der Euler'schen 
Formel 






xs=a 



und nehmen m gleich einer geraden Zahl 2k. 

Da 92* (^) /lir alle Werte von 0^ die zwischen und h liegen, 
dasselbe Vorzeichen hat, so können wir auf Grund eines der ersten 
Sätze der Integrahrechnung 






= ^«Ä"2"-^»-*^ (20) 



a 



setzen, wobei ^ eine mittlere Zahl zwischen und 1 bedeutet. 

Dem Restgliede der Euler'schen Formel kann man übrigens auch 
die Gestalt geben: 



/ 



9uie)'^-'^^~^^dz=»A»h''-^r*-^\b)-f(»-^\a)),{2^) 



xsssa 



wenigstens in den Fällen, in denen für alle Werte von z zwischen 
a und b beständig 

f(^^){z)>0 und /'("+«)(^)>0 
oder beständig 

/•(")(j?)<0 und /•("+»(;?) <0 
ist. 

Auch hier bedeutet d' eine Zahl zwischen und 1. 



§ 10. 11.] Die Bemoulirschen Zahlen. 121 

In der That ergiebt die zweimalige partielle Integration einerseits: 

xssa xsssa 

-j 9«+. w2 ftd.3.+i - «^^ 

xssa 

Andererseits aber ist, wenn f^**\sf) und /'(**+*^(jer) der soeben an- 
gedeuteten Bedingung genügen, eins der Integrale 

eine positive, das andere eine negative Zahl. Somit mufs das Integral 



/■ 



dasselbe Vorzeichen haben, wie der Ausdruck 

und dem absoluten Werte nach kleiner sein als dieser Ausdruck. Wir 
haben also: 

x=a 

wobei < -ö- < 1 ist. 
§ 11. Die Zahlen 

A^j A^j -4g, A^f . . . 

können als Goefficienten der Entwicklung des Ausdruckes 

1 _^ 1 
c'-l i 

nach steigenden Potenzen der unabhängigen Variablen t bestimmt 
werden. Indem wir nämlich in der Euler'schen Formel 

xt 

fix) =» c* , 6 = a + Ä und m = 2Ä 
setzen, erhalten wir 
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— t i ^ ^ **' 

c* =^-=ie» +^,(c'-l)e* +^<(e'-l)e»"+..- 

at ai 

und 

Man überzeugt sich hierbei leicht^ dafs die Reihe 

convergiert, wenigstens für diejenigen Werte von i, die ihrem absoluten 
Werte nach kleiner als Eins sind, da aus den Gleichungen (7) die 
Ungleichungen 

\A,\<1, \A,\<\ + 1^<1 
und allgemein 

:^m-i!< 2 + ^ + 2:374 + ••• + -(^i^zri)i + i^<^ 

folgen. 

Durch Multiplication von 



= l + ^i^ + ^,^« + ^3^»+...+^,_i<— ^+... (22) 

C 1 

mit 



e*-i 



L ^ Xv t X V t X V I I X V I 

^ "" "^ ~ ¥ ■• rräF* "^ 1.2. 8Ä8 • • TT Mtl.'» "^ 



« • • 



finden wir: 



£5 
e*- 



sn + ^1* (Jim)! + • ■ • + ^'»-♦*'"~'*}-ir~ + ■ ■ ■ 

= 1 + 9«(«) CT + 9»(«) I? H h Vmix) *—— + •••. (23) 



h 
Demnach ist 



§ 12. Aus der Integralrechnung ist bekannt"^), dafs man für 
alle Werte von x, die zwischen und h liegen, jede ganze Function 

*) Lejeune-Dirichlet: Sur la convergence des e^ries trigonomätriques qui 
servent h, repräsenter une fonctiou arbitraire entre des limites donnäs (Crelle^s 
Journal IV, 1829; Oeuvres, T, 119—132). — Heine: Handbuch der Kugelfunctionen 
(I, §§ 63-64). 
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F{x) und ebenso unendlich viel andere Functionen in eine Reihe von 
der Form 

F(x) = «0 -f ö»i COS — ^ + ©i Sin -^ -( [-a<cos — ^ — [-O/Sin— ^-| — 

entwickeln kann, deren Coemcienten 

^o; ^1» ^i; ^a> ^a; •••; ^'; ^h ••• 
durch folgende Formeln bestimmt werden: 



«0 "= x/^(^)^ 



h 



; 



A A 

ai =a ^ i -f^(a;) cos -.r— aa; und 6^ = -r 1 F{x) sm — jr— aa; . 



Um diesen Satz auf die Bernoulli'schen Functionen anzuwenden, 
betrachten wir die Integrale 

h h 

■T I ^'mW COS — ^ aa? und j- 1 q>mW sm —j— dx , 



wo l eine endliche, positive, ganze Zahl ist. 

Für m > 2 giebt uns die einfache partielle Integration: 
h h 

J q)m{x) cos -Y" ^^ = - 27i / 9''»(^) «^ "T" ^^ 





A 



-ÜiJ 9>m-i{x) sm -j^ dx 



und 




h 



fpm {x) sm — ^ dx = jj^l <pm{x) COS — ^— do; 







" 2Ti J Vm-iW COS -^- rfa;. 





Indem wir m = 2 setzen, finden wir 

h h 



r / \ 2lnx j Ä /V Ä\ . 2lnx , - 

J 9>2W ^ös "ir ^^ — 27^J l^- 2) ^'^ "ir ^^ = 





und 

h h 

9^2(^) Sin -^— rfo: = gy^ J {x - -) cos -^ da; = 0. 



I 
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Hieraus ersieht man leicht, dafs bei geradem m: 



h Y + 1 h 



jj 9mW COS -^- rfa: j — und / g)m{x) sm ~y-da;=0 





und bei ungeradem m: 



ä: J ^^mCa^) sm -^ da; « -' ^^^ — und / <p„.{x) cos -^rfa;=0 



ist. 

Nach Formel (18) [Teil II, § 9] ist 

h 

j j<Pm (x) dx = — AJl"^, 



Folglich haben wir für alle Werte von x, die zwischen und h 
liegen, die Formeln 

%lnx 

^,,(0.)^ ^,,Ä» + l(:^L.iL 2— ,^- (25) 

und 

2lnx 

9»+.(a;) -= -^ (al^rt+i— 2^-l»+r-, (26) 

in denen h eine beliebige, positive, ganze Zahl bedeutet. 

Setzen wir x gleich Null, so giebt uns Formel (25) die Ent- 
wicklung von A%k in eine bemerkenswerte unendliche Reihe; es wird: 

-^"-^'('+,-^.-+,«+.«+-+^+-)- (2') 

So wird z. B. 

^^= 12 = 2b"(l+i + 3^ + F+"-)' 

^* 720 Stt* r ^ 2* ^ 8* ^ 4* ^ /' 

« 30240 32w« \^ ^ 2« ^ 3« ^ 4« ^ / 

Es ist daher 

''^ =l + l + i_ + l + A+ i_L... 
6 "^ ' 2« « 3» ' 4« ' 5* ^ 6* ' 

?'- =1 + -^+ i. + .L + 1 + A . ... 

90 ^ ^ 2* ' 3* ^ 4* ' 5* ~ 6* ' 

-'^-^ = 1 + 1 + 1 + 1 + V + 1 + ... 
946 ^ ' 2« ^ 3« ' 4« ' 6« ' 6« ' 
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Formel (27) spielt eine wichtige Rolle bei der Lösung der 
Frage nach der Convergenz oder Divergenz der Reihen^ die aas der 
Euler'schen Formel erhalten werden. Aus ihr kann man z. B. auf 
die Convergenz der Reihe 

für 

— 2jt<t< + 2x 

schliefsen^ und andererseits auf die Divergenz derselben Reihe für: 
Werte der ersten 20 Bernoalli'sehen Zahlen. 

(Adams: Table of the values of the first sixty two numbers of Bernoulli 

[Crelle's Journal LXXXV, 1878].) 

j^ 8 64613 

^11 ~ 138 

2363 64091 



-Bi 


1 

6 


s. 


1 
30 


B> 


1 
42 


B, 


1 
30 


B, 


6 
-66 


B, 


691 
2730 


B, 


7 
6 


Bs 


3617 
610 


B, 


43867 
798 


Ao 


1 74611 


330 



B 

^14 = 



B 



»2 2730 

86 63103 

1» — 6 

2 37494 610 29 
870 

861 58412 76006 
15 14322 

770 93210 41217 



Bm = 



5. 

^1 



B 



18 610 

267 76878 68367 

7 — 6 

2 6316 27156 30634 77373 

8 19X9190 ~~ 

2 92999 89188 41559 



B 



1» 6 

2 61082 71849 64491 22051 



20 13630 



Bezüglich dieser Tabelle erwähnen wir einen interessanten Satz 
von Staudt*), der den Bruchteil jeder Bemoulirschen Zahl bestimmt 
und in Folgendem besteht: Der Bruchteil von Bk ist gleich dem Pro- 
ducte von ( — 1)* und der Summe aller Brüche der Gestalt 



1^ 



*) staudt, Beweis eines Lehrsatzes, die Bemoalli*sclien Zahlen betreffend 
(Crelle's Journal XXI, 1840). 
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Zehntes 


EapiteL 


wobei A eine 


Primzahl ist und der 


Bedingung 


genügt. 

So ist z« 


B. 




— — - «= ganze Zahl 


B,-l- 


1 

2 


1 


— ~ und 


^8 = 64 



[§ 12. 13. 



6 + i + l + i + Ä- 



Zehntes Kapitel. 
Anwendnngen der Eiiler'scheii Formel. 

§ 13. Man benutzt die Euler' sehe Formel für ewei Ztcecke: eur 
Berechnung der Integrale und umgekehrt mr Berechnung der Summen. 

Ihre Anwendung bei der Berechnung der Integrale werden wir 
an einem speciellen Beispiele zeigen. 

Es sei 

M = il.~,> = 0, 6=1, h = ^^, w=-6. 
Dann ist 



Die Euler'sche Formel ergiebt also: 

f[£_ == W 2 = - 4- 1 4- -L 4- -1 -4- A 4. A j. 1 j_ Jl 4. 1 j_ 1 
1 + « o 10 ~ 11 ~ 12 ~ 18 ~ 14 ~ 16 ~ 16 ~ 17 ~ 18 ~ 19 






n 



20 \ 2/ 1200 \ 4/ ■*" 7200000 \ 16/ 



12'0- 



3204000000 

wobei < O- < 1 

ist. 

Bei Ausführung der Rechnung finden wir 



iö + iI + Ä + ä + n + i6 + i + n + i + Ä= 0,718771403... 

-Ä(l-?) 0,025 

-iÄö(l-T) =-0,000625 

(l-^) = + 0,000000781... 



7200000 . 

0,693147184 
(l — ^) < 0,000000004. 



12.» 



3204000000 
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Demnach können wir, mit einer Genauigkeit bis auf ^g y 



1 



.69314718 



setzen. 

§ 14« Nehmen wir jetzt an, dafs die Zahl n sehr grofs und dafs 
die unmittelbare Berechnung der Summe 

6 

^f(x) = f(a) + f(a + Ä) + /•(« + 2A) + ••• + fia + (« - 1)A) 

a 

mit grofsen Schwierigkeiten verknüpft sei. 

Nehmen wir ferner an, dafs bei einem bestimmten Werte von w, 
der im Vergleich mit n klein ist, das Restglied der Euler'schen Formel 
sehr klein sei. Unter diesen Voraussetzungen liefert die Euler'sche 
Formel ein mehr oder weniger bequemes Mittel der angenäherten Be- 
rechnung der Summe 

6 

2 fix) = f(a) + f(a + h) + fia + 2Ä) + • • •+ /"(« + (n - 1)Ä), 

a 

wenn sich nur das Integral 

b 

j f(x) dx 

a 

und die andern Glieder der rechten Seite dieser Formel leicht be- 
rechnen lassen. 

Wir geben einige Beispiele solcher Näherungsrechnungen. 
1) Es sei 

f{z)=-\, a«100, 6 = 1000, Ä=l, w = 6. 

Dann ist 

und die Euler'sche Formel ergiebt: 

100 ■ 101 ' 102 ~ ~ 999 *"»^^"r 2 \^Q^^ 1000/ ' 12\100« lOOOV 

720 llOO* lOOOV "• 3024 UOO« lOOOV ' 

nun ist aber: 
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log 10 = 2,302585092994045 . . . 

. Ä (l^ - ro^ = + 0,00000825 

-MiW-imd : 0,000000000083325... 

2,307093342910720 
i^(i^-IÖ5<,-^)< 0,000000000000004. 

Somit können wir, mit einer Genauigkeit bis auf r^, 

1^0 + IH + 102 + • • • + 99-9 = 2,30709334291072 
setzen. 

2) Als zweites Beispiel nehmen wir 

f{g) = -^^ a>l, a = x>Oy 6 = cx), ä = 1, m=^2h, 
z 

Hier ist 

Die Euler'sche Formel ergiebt also: 
^^ «" ^ (« + 1)" ^ (a; + 2)" (aJ + S)« (« + 4)" 

I 

«( tt + l)(« + 2)(« + 3)(«+^) , 
"T ^ ~~ ^a+ö "T 



wobei wie früher 

0<Ö'<1 
ist. 

Der absolute Wert des Verhältnisses 

. a(a + l)...(a + 2Ä:) . a (ft + D >»•(«+ ^^ — g) 

^2*4-2 ^«4-2*4-1 ' ^** ^«H-2*-i 
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ist gleich 

(a + 2*— l)(a-f 2Ä) 



1 4- — ^ + -^- -f — i- -f 
* 2**"*"* 38*4-2 ' 4«*H-« ' 



2" 3" 4** 

also, bei hinreichend grolsem k, beliebig gro&. 
Daher ist die Reihe 

1 J_ A _±_ A «(«+l)(«+g) 

(«-1)««-^' 2X«' »8!« + ^' ^ »«+» '••* 

divergent. 

Bei gro&eii Werten von x jedoch und nicht sehr grofsen Werten 
von Iz differiert die Summe 



die wir mit 8^ bezeichnen wollen, sehr wenig von der Summe 

1 + _L_ + _L_ + _A_ + ... 

Wir bemerken noch, dafs unter allen Zahlen*) 

(« — 1)05 * 2« Ä ^ 

sich der Summe 

diejenigen zwei Zahlen 

Si^ und S*^+i (oder drei S*^, Sj„+i und S*„+2 = Si^ 
am meisten nahem, denen das kleinste Glied 

(-l)*o 1^8*^ ^a+2*o-l 

der Reihe 

^ a . «(a + l)(a + 2) . «(« + !)(«+ 2) (« + «)(« + ^) 

entspricht. 

*) Wir setzen hier voraus, dafs bei unendlichem Wachsen des Index A; das 

Verhältnis 

— (« -f 2Ä — 8) (« + 2* — 2)^j4 

nur ein Mal den Wert Eins annimmt. 

Mark off, Differensenreohnang. 9 
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Die Zahl Jcq femer bestimmt sich aus den Ungleichungen 



(a + 2Ä;o-3)(a + 2^,-2) -^g*, ^ j ^ (« + 2Ä;o - l)(a + 2*o) -^Vf « 



oder 



^ -^8*5 — Ä "" ^* -^2*o 



l-J 1_J — 1-1 L_ _L. 

4w«a:* 1 "^ ^^ 4a*«* 1 

Zur Erläuterung wollen wir Formel (28) auf die Berechnung 
der Summe 



1 + 2' I 35 « 4» « 6« « *'* ^^^ z^ 



anwenden. 

Bei X = 1 und Ä; = 3 haben wir: 



(o:-l)aj«-i 2 ' 2 Ä« 2 ' ^2 a.aH-1 = 4 ' ^* a;<«+8 12 ' 

«(tt4- l)(a+2)(tt+3)(«+ 4) 1 



« jj.o+6 12' 



. a(i» + 1 )(« + 2)(« + 8) ( tt + 4) (g + 6)(« + 6) £ 

8 a,«+7 " ~ 20' 

S.= l, S, = 1 + 1 = 1,25 >2'i>^5 = l+i-r2 =1,16666..., 

1 

^4 = ^2 ~ 12 + 12 "^ ^2 < ^6 < ^8 < ^10 • • • > Äj > ^6 > ^7 > ^9 

Formel (28) giebt also für die betrachtete unendliche Reihe als 
Grenzen nur: 



00 
1,25 >2 ^ > 1,166666 .... 



1 
Wenn wir aber erst die Summe 



l + p + i-. + i + ^ + ^ + ^ + i + ^ = 1,196531985674 .. . 

berechnen und dann x = \0 setzen^ so können wir^ auf Grund von 
Formel (28), die Summe 

V J. = 1^.14.14.14.1 4. 1 + 1^.14.1 + v^ 

^ g^ -^ » 2« ^ 3* ' 4« ' 6' ^ 6* ' 7' ^ 8' ' 93 ' ^ iP' 
1 10 

schon filr Ä = 4 mit einer Genauigkeit bis auf r^ bestimmen. 
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Wir finden nämlich 

OÖ-. = + 0,005 
2-^. = + 0,0005 

4 10« 



= + 0,000025 



Es ist somit: 



- l j^ = - 0,000000083333 . . . 

1 jL .= + 0,000000000833 .. . 

A _i_ 0,000000000015 

0,005524917485 
+ 1,196531985674 

1,202056903159 

OD 

2^ = 1,2020569032 



mit einer Genauigkeit bis auf ,„ • 

§ 15. Eine der wichtigsten Folgerungen aus der Euler'schen Formel 
stellt die Stirling^sche Formel dar^ die zur augenäherten Berechnung 
des Logarithmus des Products 

1.2.3...(a: — l)x 
dient. 

Um die Stirling'sche Formel abzuleiten^ nehmen wir an^ dafs die 

Function f{d) den beiden Bedingungen genügt: 

1) p^^0 behält ein und dasselbe Vorzeichen fiar alle geraden Werte 
von m und für alle Werte von z^ wenn nur z> a ist; 

2) lim [f^'^^z)] = fQr jedes m. 



«^00 



Unter diesen Bedingungen kann man der Euler'schen Formel die 
Gestalt geben: 

h 

a 

worin 

X 

a 

und 

9* 
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ist; denn erstens gilt für a: > a, wie in § 10 bewiesen worden ist, 
die Ungleichung 

h 

welche die Oonvergenz der Reihe 

h h 

^^-X 9>ik(0)de,...y J'- ^-^ -'9>ttWd£, ... 



beweist; zweitens ist 





Wir yertaoschen nun h mit x und setzen^ a als gegebene Zahl 
und X als Variable betrachtend, 

- **(«) — Ät(a) — C*. 
Auf diese Weise kommen wir zu der Formel 

+ ^«_, *»*- « /•<»*-»)(a!) + Äi(ic). (29) 

Hier ist C« Ton z unabhängig und die Function ■ßt(x) ihrem absoluten 
Werte nach kleiner als das Product 

J,tÄ"-Y<«*-»)(a;) — lim^«A«*-»(/^«*-»)(x) — f-*^-Hx + nh)) _ 



11 = 00 



und hat mit diesem Product dasselbe Vorzeichen. Mit anderen Worten, 
es ist: 

Sltix) = lim I r/^"^(x 4-A-i) + . .. + /^^'*kx+itfe- r) 



;.-u.(/, 



q>%k{B)de 
= ^^,»*"-»/^*-»)(x), (30) 
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''•*^^ 0<*<1 

ist. 

Die Zahl Ck ist auch yon h unabhängig. 
In der That giebt Formel (29) für * = 1 : 

» X 

^m = c, + { /?(*)^« + AM + ßi(«), 

« a 

wobei 

Sl^{x) =^ ^ A^hf {x) und 0<-a'<l 
ist. 

Indem wir weiter diesen speciellen Fall der Formel (29) mit dem 

allgemeinen vergleichen^ finden wir: 

C, + Sl,(x) = (7* + Ä^hfix) + • • • + ^,»-.,A"-«/^"-«>(x) + Ä*(aj). 

Der Zahl x kann man einen beliebigen Wert geben^ es mufs x 
nur grolser als a sein. 

X wachse nun unendlich. 

Infolge unserer Bedingung nähern sich bei unendlichem Anwachsen 
von X alle Differentialquotienten 

f{x), fix), r(x), ..., f(*^-^x) 

der Grenze Null. 
Folglich ist 

Ci = lim (C^ + a^ix)) 

= lim { Ci+A,hr(x) + • • • +^„_,Ä«»-»/(»-«)(a;) + Sl^x) } = 0,, 

was zu beweisen war. 

Betrachten wir nun die Function 

f{z) = log JSf. 

Der m*® Differentialquotient von log Zy 

(Tlogjg _ ( — ir~^l.2.8.. . (m — 1) 

hat mit ( — l)*"""^ dasselbe Vorzeichen und nähert sich der Grenze 
Null; wenn is unendlich wächst. 

Folglich können wir in Formel (29) 

f(e)^\ogey a=l, ä — 1 
setzen imd erhalten so die erwähnte Stirling'sche Formd: 



X^a 00 



1 
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log 1 . 2 . 3 ... (x — l)x == log« -\-^ log X 



= C^\■x\o^x—x+-^\ogx+Ai^^\-A^^-\ 



wonn 



, . 1.2. 3. ..(2* — 4) , „ / X 

+ Ait-i ^13» + Ä*W, 

£l^{x) = »At, ?-^-il^^*-- -2) (0 < d < 1) 



(31) 



ist. 



Unter Benutzung der Formel von Wallis 



2.2.4.4.6.6 



n ,. p. 2 .4.4.6. 



2n.2n 



7 7...(2n— 1)(2 



? I 



wollen wir nun beweisen^ dafs die Constante C in der Stirling'schen 
Formel gleich ^ log 2ä ist. 

Zu diesem Zwecke setzen wir in Formel (31) A; = 1 und erhalten 

log 1 . 2 . 3 . . . n = C + (n + J) log n — n + Äj (n) 



sowie 



logl.2.3...2n = (7+2nlog2n — 2n + |^log2n + ai(2n) 

= 0+ (2n+ {) log2 + (2n+ 1) logn- 2n+ Ä,(2n). 
Hieraus erhalten wir mittels einfacher Umformungen: 



2.2.4.4.6.6...2n.2n 



1 . 3 . 3 . 6 . 6 . 7 . . . (2 n — 1) (2n + 1) 

f 2.2.4.4...2n.2n \ ' 1 
ll.2.8.4...(2n--l)2nj 2n4-l' 



f 2.4.6...2n 1« 1 
ll.8.6...(2n— 1)} 2n + l 

(2.4. 6. ..2n)* 1 



(1.2.8.4...2n)* 2n+l 



lin 



2*"(1 .2.3...W)* 1 

(1.2.3...2n)*2n . , J^ 

"^2n 



und 



1 [ 2.2.4.4. 6. 6. .. 2n.2n 

^8 11. 8. 3. 6. 6. 7. ..(2n 



i 



(2n— l)(2n + l) 

= 4wlog2+41og(1.2.3...n)-21og(1.2.3...2«) — log2n— log(l+2M 

4n log 2 + 4C + (4n + 2) log n — 4tt + 4ß,(n) 
— (4» + 1) log 2 — 2C7 - (4n + 1) log n + 4n — 2Ä,(2n) 

-log2 -logn _log(l + J-) 

= - log 4 + 20 + 4ä,(«) - 2Äi(2») - log (l + ^) • 
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Wir brauchen jetzt nur noch n unendlich wachsen zu lassen, um 

log|=-log4 + 2C, 

^•^- C = i log 2«, 

ZU erhalten, da bei onendlichem Wachsen von n die Ausdrücke 

a,(n), ßi(2n) und log(l + 2y 
sich der Grenze Null nähern und der Ausdruck 

1 2.2.4. 4.6.6...2 n.2n 

^8 1 .3.3.5.6.7...(2n — 



(2n — l)(2n4-l) 



der Grenze log — • 

Folglich haben mr: 



log 1.2.3 . .. a; = I log2Ä + (a? + I) log a; — a; + ^ i -^A^ ^ + 



«• 



+ -^Ä*— 2 



1.2.3...(2Ä; — 4) 



*±8 + Sl,{x), (32) 



wobei 



Slk 



w - - /{ 



•ri.2...(2Ä;— 1) , 1.2...(2ifc — 1) 






»^>ib ^-^ ^,1?""^^ (0 < -^ < 1) 



98*(^)c?iEf (fUr A=l) 



(33) 



ist. 



Die Stirling' sehe Formel 
logl.2.3...iC«= Jlog2Ä+(a;+ -) loga; — a;+^ i +^^ -j^ -j 

bietet ein sehr wichtiges Mittel mr angenäherten Berechnung des Products 

1.2.3...ic 
dar, obgleich die Beihe 



1 

X 



^2 ^} -^4 



1.2 . 1.2.3.4 

aj3 f ^6 ^i 



divergiert; divergent ist sie, weil der absolute Wert des Verhältnisses 

. 2Ä1 . (2Jfc— 2)1 

gleich 



X' 



1+^-+— - + 



2»»»« 



'+^ + :^ + - 



ist und bei hinreichend groDsem Je beliebig gro£9 wird. 



1 
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Als Werte des Ausdruckes 

für 

K ^"^ Lj ay Öm 4y •«• 

erhalten wir unendlich viele Zahlen. 

Von ihnen nähern sich dem Werte: 



log 1 . 2 . 3 . . . d; 
diejenigen beiden Zahlen 



(2*0-4)! 



1 / 1 \ 1 (%M 

2 log2« + («+ jjloga; - x +^- H 1- ^«.-« — i*.-s 

und 

am meisten, welche dem kleinsten Gliede 

(- 1)*--^^,*. ^^^^ 

der Reihe 

. 1 j ^-2 A 1.2.3.4 . 1.2.8.4.6.6 

entsprechen. 

Die Zahl Jc^ wird aus den Ungleichungen 

i4--i— +-i— -I — i-j - I 

(2Jb,-3)(Ä;o~l) 2"o 3»*o (2*o-l)^o ^2^*-+»^ 

2»-«« ' . . 1 , ^ ^ 2»«:r« 1 

bestimmt und unterscheidet sich wenig yon 

«a; + 1. 

Als Beispiel setzen wir zuerst ^ «s 1 und dann x^^ 100. 
1) Für a; — 1 haben wir: 

log 1 . 2 . 3 . . . a? = log 1 = 0, (x + I) log a? = I log 1 = 0, 

x = l 

-^,^-- ^ 0,08333 ... 

-^^S^^+aJo - + 0,00277... 

-^e^ ^ = -0,00079... 

-^«S = + I^ = + 0,00059... 
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-^.oS tL =-0,00084... 



Ä» 1180 

10! , 691 

«"""*' 2730.182 



^.. S = + 55S»5 - + 0,00191 . . 



Auf Grund der Formeln (32) und (33) können wir scUiefsen; dafs die 
Zahlen 

1 l—lo-l- i_l4.L_l_4.l 

^ > "■• 1 9 "• äßn f ^ 1 9 i" ftfto 1 9fio ' 



12 ' 360 ' 12 » 360 1260 ' 1680 ' 

grofser als {log2Ä, die Zahlen 

i__l 1_1 I J L. i_±4-J * 4__J 1_ 

12 ' 12 » 860 1260 ' 12 ' 360 1260 "" 1680 1188 ' 

dagegen kleiner als — log 2 sc sind. 

Von allen diesen Zahlen nähern sich dem Werte — log 2» am 
meisten die beiden folgenden: 

^-h + m- rk + i^ = ^'^^^^ (genau bis auf ^) 
imd 

l-Ä + 35ö"-.iÄö = Ö^918ö (genau bis auf jj^) . 

Auf diese Weise giebt uns die Stirling'sche Formel für a? = 1 
die beiden Ungleichungen 

12 '860 1260 "* 1680 ^ 2 ^^ ^ ^ 12 "i" 360 1260 ' 

2) Es sei jetzt x = 100. 

In diesem Falle genügt es^ die fünf Zahlen 

4 log 2« — 0,91893 85332 04 . . . 

(x + I) log X = 462,81960 36918 03 . . . 

— X 100 

. 1 



'» 



X 



0,00083 33333 33 



A^^ 0,00000 00027 77 ... 

zueinander zu addieren, um einen solchen angenäherten Wert für 

log 1 . 2 . 3 ... 100 

zu erhalten, dals er sich vom wahren um weniger als ^q unter- 

scheidet. 

So finden wir: 

log 1 . 2 . 3 ... 100 = 363,73937 55556 (genau bis auf ^-^,) . 
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Die Stirling'sche Formel bietet die Möglichkeit dar, 

logl.2.3... 100 

auch mit einer noch gröfseren Genauigkeit zu bestimmen: man braucht 
nur mehr Glieder und in jedem Gliede mehr (genaue) Decimalen zu 
nehmen. 

Wir betrachten noch denjenigen Fall der Formeln (32) und (33), 
in welchem Je = 1 ist. 

Für A; B» 1 nehmen diese Formeln die folgende Gestalt an: 

log 1 . 2 . 3 . . . rr = "2 log 2ä + (^ + 2^) log a; — a; + ^i(^) 
und 





Nun ist aber: 
1 



/ ' g(l — g) , ^__ /*^4- r(^g + 2n — l)dg r {x+n){x + n-^l)dz 







= (a5 + „_i)log-^±^j_l 






2.2.3(a?+n)« ' 2.SA(x+ny 2.4.6(a;+n)* ^ 2.5.6(a;+n) 

< 1 

^ 12(a;+n)(a? + n — 1) 

Somit ist 
ß,(.)-|(. + i)log*4i-l) + ((.+ »)log^-±|_lj + ... 

^12 UCä + I) "f" (a;+l)(a; + 2) "I 1 "^ 12^ ' 

Auf diese Weise gelangen wir zu der Formel von Gudermann: 
log 1.2.3 ...« = |log2«+(a;+i)loga;-« + j(a5+|)log^-l) 

imd zu den Ungleichungen 

log 1 . 2 . 3 . .. a;> - log 2ä + (^ + ö^) log a? — a; 

<ilog2Ä + (a? + I) loga? - a; + j^. (35) 

Die Gudermann'sche Formel gehört zu denjenigen, die zur Erweiterung 
des Begriffes der Function 
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r(x +l)=1.2.3...a; 

fiir alle reellen und sogar imaginären Werte von x dienen können. 
Aus Ungleichung (35) folgt, dafs das Verhältnis 

X , £ t o ... X 



y2nxx'e~'' 
1 

zwischen 1 und c^^* liegt und sich bei unendlichem Anwachsen von x 
der Grenze Eins nähert. 

Infolge dessen kann man bei Näherungsrechnungen ofb das Product 

durch den Ausdruck 

y2nxaf'€r' 
ersetzen. 

§ 16. Aus der Entwickelung des Ausdruckes 

log 1 . 2 . 3 ... a: 

in die Stirling'sche Reihe läfst sich unschwer die Entwickelung des 
Logarithmus des Products der ungeraden Zahlen 

1.3. 5. 7. ..(2a?— 1) 

in eine gewisse Reihe ableiten. 
In der That braucht man nur 

log 2 . 4 . 6 . . . 2a; = 2^ log 2ä + (a? + 2^) log ^ — a? + ^2 - H 

+ Ä2,-., ^^fe$^ + a;log 2 + il,(x) 

X 

Ton 

logl.2.3...(2a;-l)2a; = |log2jr+(2a;+i)log2a;— 2a;+^^H 

zu subtrahieren; man erhält so: 
log 1.3. 5. 7.. .(2a: — l)«(a:+ 2^)log2 + a;loga; — a:— - ^2 

- (i - 2to)-4»*-»^^ + M2x) - Sl,(x). 
Die Reihe 

ist zwar auch divergent; aber bei grofsen Werten von x haben wir 
ein sehr bequemes Mittel zur angenäherten Berechnung von 

log 1.3. 5. 7... (2a;— 1). 
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Es genügt zum Beispiel, die drei Zahlen 

1000,5 log 2 -= 693,49375 41502 25 . . . 
1000 log 1000 — 1000 -= 5907,75527 89821 37 . . . 

— S7^ 0,00004 16666 66 .. . 

ZU einander zu addieren, um einen solchen angenäherten Wert des Loga- 
rithmus des Products 

1.3. 5. 7. ..1999 

zu erhalten^ dafs er sich vom wahren um weniger als «"Töiö unter- 
scheidet. 

Wir finden 

log 1 . 3 . 5 . 7 . . . 1999 = 6601,24899 14657 (genau bis auf ^^) • 
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Elftes Kapitel. 
Allgemeines ftber Differenzenglelchiingen. 

§ 17. Wir wollen uns jebft mit den Gleichungen der Form 

0(x, fix) , ^fix) , J^fix) , . . . ^fix)) = (36) 

beschäftigen; hier bedeutet <E> eine gegebene Function der unabhängigen 
Variabein x, der unbekannten Function f(x) und der Differenzen ver- 
schiedener Ordnung von f(x): 

jf(x) = f(x + Ä) — f(x), . . ., ^f(x) = J^-^fix + Ä) - ^-'f(x). 
Mittels der bekannten Formeln 

Jfix) = f{x + A) - f(x), 
J*f(x) = f{x + 2h) - 2f(x + h)+ fix), 



J-f(x)=f(x-\-mh)- ^f(x+{*n-l)h)+ '^^^=^f(x+(.ni-2)h)—- ±f{x) 

kann man der Gleichung (36), welche eine Bifferenemgleickung genannt 
wird, auch die Gestalt geben: 

«'C«, A«), /■(« + A), A« + 2A), ...,/•(« + mh)) = 0, (37) 
worin W eine gegebene Function von 

«> /■(*)> fip + A), •••, A« + ♦»*) 
bedeutet. 

umgekehrt ist es nicht schwer, mittels der Formeln 

fix-\-h)=^f{x) + Jf(x), 

fix + 2A) = fix) + 2^lfix) + d^fix), 



fix + mh) = fix) + ^ z//-(a:) + ^ J-^ ^ Y(a;) + • • • + ^/-(^r) 

jede Gleichung der Form (37) auf die Form (36) zu bringen. 

Von den Formen (36) und (37), in denen man nach dem Ge- 
sagten die Differenzengleichung darstellen kann, ziehen wir die zweite 
(37) als die bequemere vor. ^jr-'^J^^^ 

Was die unabhängige Variable betrifft, so werden wir ihr nur 
solche Werte geben, die sich von einer Zahl a um ein Multiplum 
von h unterscheiden, so dafs x stets eiue der Zahlen 

..., a — 2Ä, a — Ä, a, a + Ä, a'\'2h^ a-f-3Ä, ... 

bedeuten wird. 
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Dabei können wir 

setzen^ da man statt x auch eine andere Variable z einführen kann, 
die mit X durch die Gleichung 

verbunden ist und irgend eine ganze Zahl bedeutet. 

Der Kürze wegen schreiben wir endlich noch yx statt f{x). 
Wir wollen uns dann also mit Gleichungen der Form 

beschäftigen. Indem wir der Variabein x nur ganzzahlige Werte geben, 
können wir eine jede solche Gleichung als gleichwertig mit dem System 
unendlich vieler Gleichungen 

^(0; yo7 yi; »2; -•, Vm) = 0, ^(—1, y-i, J^o; Vu •••> ^«-0;^ 
^(1; Vu Vi, ViJ •••; Vm+l) = 0; ^(—2, ^-2, ^-1, Vo, •., Vfn-i), 

^(2, y%, y», »4; -M ym+s) = o, '!»•(— 3, y-3, y^2, y-i, ..., ym-s), 
^(3, ys, y4; ys; -; yiH-s) =- 0, ^(—4, y_4, y^8, y-2, ..., ym-4), 



(39) 



betrachten. 

Solche Gleichungen kommen sehr oft bei der Entwickelung der 
Functionen in Reihen vor, wobei die 

... y_8, y-8, y-i, Voy Vi, y%y J/s; ••• 

die Rollen von Goefficienten spielen. 

Wir bemerken noch, dalis man bei einigen Problemen der Variabein x 
nur positive Werte geben darf; dann bleiben im System (39) nur die 
Gleichungen der ersten Kolonne. 

Als Beispiel wollen wir den Bruch 



in eine Reihe nach steigenden Potenzen der Variabein t entwickeln. 
Es sei diese Entwickelung 

i +6^^:77«+? =yo+yi^+ya<' + y3^H — l-yx^+y*+i^' + --. 

Alsdann ist 

1 = (1 + 5^ + 7^ + <»)(yo + Vit + y%i' + ys^ + • •• + y*^' + '-O 

= yo + (5yo + yi)^ + (7% + 5y, + y,)t' + (y, + 7y, + 5y, + y,)t' 
+ (yi + 7y, + 5y3+yJ^ + ... + (y +7y^4-i + 5y,+2 + y,4-8)^"^'+-; 



§ 17. 18.] Allgemeines über Differenzengleichungen. 143 

hieraus ergiebt sich: 

»0=1; 5yo + yi = 0, y,== — 5, T^o + öj/i + »2 = 0, yij = 18, 

yo + 7yi+5y2 + y8 = 0, », = — 1+ 35— 90 56, 

yi + 7y« + 5y3+y^ = 0, y, = 5-126+ 280= 159, 

y8 + 7ys+5y,+ y5 = 0, y^ = - 18 + 392- 795 421, 

y5 + 7y4+5y6+y6 = 0, ye= 56-1113 + 2105= 1048, 

Vx + Tj/ar+l + 5yx+2 + y* + 8 = 0. 

Auf diese Weise gelangen wir zu der Gleichung 

Vx + Tyx-\-l + 5ya:+2 + »^+3 = 0, 

aus der sich mittels der drei CoefGcienten 

»0=1, Vi 5; »2 = 18 

leicht successive alle anderen 

»8; »47 »6; »6; ••• 

berechnen lassen. 

§ 18. Die Gleichung (38) werden wir eine Gleichtmg m**' Ordnung 
nennen, wenn sie wirklich y^ und yx+m enthalt, so dafs man aus ihr 
yx als Function der 

^f »«+I7 »*+8; '•'} Vx+m, 

und yx+m ^ Function der 

ausdrücken kann. 

Falls die gegebene Gleichung (38) yx nicht enthält, so ist es nicht 
schwer, die Gleichung durch Verminderung von x um 1 oder 2 oder 
3 u. s. w. in eine gleichwertige umzuformen, die yx enthält. 

Aus diesem Grunde können wir uns auf solche Gleichungen (38) 
beschränken, die wirklich yx enthalten. 

Wir nehmen als Beispiel die Gleichung 

2yx + SJyx — J^yx = a:. 
Mittels der Formeln 

^Vx = »x+i — yx und jd^yx = y^+s — Hx+% + Sy^r+i — y« 
wird sie auf die Gleichung 

3y«+2 — y*+8 '^ ^ 

gebracht, die weder yx noch yx-^-i enthält. 

Indem wir x durch x — 2 ersetzen, erhalten wir die Gleichung erster 

Ordnung 

3y» — yx-{-i = a; ~ 2. 



V 



I 



144 Elftes Kapitel. [§ 18. 

Dementsprecliend nennen wir auch die ursprüngliche Gleichung 

2y« + ^Jjfx — ^^ifx = X 
eine Gleichung erster Ordnung. 

Es sei nun die vorgelegte Gleichung (38) m*®' Ordnung. Wir 
können ihr nach Belieben eine der Formen 

oder 

y, -=©(a;, y,+i, y^+s, ..., Vx+m) 
geben. 

Dementsprechend kann man das System (39) durch folgendes 

gleichwertiges ersetzen: 

Vm =Ö"(0,yo,yi,...,ym-i), y_i=a)(— l, yo, yi, ..., y^-i)/ 

ym+i=ö"(l,yi,yji, ...,ym) , y-2=a)(-2, y_i, yo, ..., ym-a); 
ym+2=^(2, y2,y8, ..., ym+i), y~s=(o(— 3, y-2, y-i, .■•; ym-s), 
y,n+8«Ö"(3,ys,y4, ...,y„-f2), y-4=»(— 4, y-j, y-2, ..., Vm^^X 



(40) 



Die Functionen d" und cd werden wir für alle betrachteten Werte 
Ton X als endlich und eindeutig Yoraussetzen. 

Indem wir uns zum System (40) wenden, sehen wir, dab wir 
alle Zahlen 

sowie die Zahlen 

y-i, y-«, y-Ä; y-*, ... 

successive berechnen können, wenn nur die Zahlen 

y©; Vu y«; •••7 ym-i 

gegeben sind. ^ 

Diesen letzteren m Zahlen 

yo> yu y%j •••; y^-i 

aber können wir beliebige Werte geben. 
ff. r.^ Folglich lafst die Gleichung (38) m**' Ordnung unendlich viele 

Lö£hmgen zu und jede dieser Lösungen wird vollständig durch die m 
willkürlichen Constanten 

yo; Vi} y%9 •••; ym~i 

bestimmt. 

Dabei mufs man sich jedoch der Bemerkung, die wir betrefGi der 
Functionen %' und co gemacht haben, erinnern. 

Als Beispiel nehmen wir die Gleichung 

(x + a)y^ — ix + a — l)y,+i = 0, 
in der a eine gegebene Zahl bedeutet. 



L^- 
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Indem wir x successive gleich 

0, 1, 2, 3, . , . oder — 1, — 2, — 3, . . . 
setzen y erhalten wir aus dieser Gleichung: 



Vi — o— 1 Vof 



o— 2 



a+l a+1 a a+1 o— 3 a— S a--2 



a+2 0+2 a+l a+2 a— 4 a— 4 o— 8 

y«=5+i y«=5q:i " 51:1 ^0= 5=1 yo; y-8=ii:3 y-2=i^ • —jj/o' 



a--8 
g— 4 



ag + o — 1 
y« "" a — 1 ^<^ ' 

wenn nur a keine ganze Zahl ist. 

Folglich hat die yorgelegte^-^eichung bei gebrochenem a un- 
endlich viele Losungen; alle diese Lösungen sind in der einen Formel 

aj + a — 1 

y- = a^i yo 

enthalten und unterscheiden sich von einander nur durch den Wert 
der willkürlichen Constanten y^. 

Anders verhalten sich die Dinge^ wenn a eine ganze Zahl ist. 
Hier müssen wir zwei Fälle unterscheiden: 

1) a = 1 und 2) a — O; 
den ersten Fall spalten wir noch in zwei UnterfäUe: 

1) j/o 4= und 2) yo = 0. 



Bei 



a 



= 1 und j/o 4= 
werden alle Zahlen 

_ Vu Vif y%y "7 sowie auch y«i, y-2, y-s, ... 
gleich + <x>. 

Bei 

a =» 1 und yo =^0 
giebt unsere Gleichung 

{x + a)y« — (x + a — l)yx+i = 
zwei ganz getrennte Systeme von Gleichungen, nämlich: 



ys = 2yi, 



y^ 

2/4 



8 



oJ/ä — 3yi, 



y_a = 2y-i, 



8 



y-8— „:y-s = 3y_i, 



«»8 = 4^1, > und y_4 



8 
5 



ys = 4 ^4 = 5yi , 



4 
« y-8 



4y-i, 



y-6 = 4y-4 = 5y- 



i; 



Markoff, DiiferenBenreohniuig. 



10 



J^ 



^ -y 
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deren Losung sich ebenfalls durch zwei Formeln ausdrücken läGst: 

Vx «=* xy^ bei x>Q 
und 

yx = — xy^t bei x<0 ; 

y, und y—x kann man dabei beliebige Werte geben. 

Auf ähnliche Weise drückt sich die Losung unserer Gleichung 
durch zwei Formeln aus in dem Falle, dafs a «=» ist; es ist nämlich 

y^ = (aj — l)yg bei a; ^ 1 , 

y* = (1 — a;)yo bei a; ^ 1 , 

wobei y^ und y^ die Bolle der willkürlichen Constanten spielen. 

§ 19. Unter den verschiedenen Differenzengleichungen wollen wir 
die linearen Gleichungen näher untersuchen, d. h. Gleichungen der Form: 

A^yx + -B«y«+i + C«y*+8 H h -M"«yx+m = Qx , (41) 

wobei die 

gegebene Functionen von x sind. 

Die Functionen 

1 1 

Axj Bxy Gxj ..., Mxj Qx, j- und ^- 

X X 

setzen wir als endlich und eindeutig voraus, damit die Lösung der 
vorgelegten Gleichung (41) vollständig durch die Werte der 

yo; Vu y%j •••; Vm-i 

bestimmbar ist und man diese letzteren willkürlich vorgeben kann. 
Der Kürze wegen werden wir die 

Coefficienten und 

Qx 

das letzte Glied der Gleichung (41), die Gleichung (41) selbst eine voU- 
ständige nennen. Wenn Qx'='0 ist, so wird die Gleichung (41) eine homogene 
Gleichung genannt. 

Wir wollen jetzt einige elementare Sätze über vollständige und über 
homogene lineare Gleichungen beweisen. 

Es seien y« und y^ zwei particuläre Lösungen der Gleichung (41) 

und Zx ihre Differenz, so dafs 

AxVx + Bxy'x+x + Cxyx^% H H Mxyx-\-m — Qx , 

Äxt. + Bxt.^, + C,y;^. + . . . + Mxyl^^ = ö„ 

y'x — fx^^'' 

ist. 
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Alsdann ist erstens: 

MV' - »2) + ^.(yi+i -»•«+,) + ••• + Jf«(y;+m - t^J = o 

und zweitens: 

yi — yx = ^«> yi+i — !^+i"^*4-i7 •••? yi+m — J^+m — ^i+m- 

Die Differenz zweier Lösungen der Gleichung (41) genügt also 
der ähnlichen, aber homogenen Gleichung: 

Mit anderen Worten: Jede Lösung yx der Gleichung (41) kann ais 
Summe 

y-~i/l + ^x 

dargestellt toerden, wobei y^ irgend eine particuläre Lösung dieser Gleichung 
und fix eine Lösung der homogenen Gleichung 

Ax0x + BxZx^X + CxZxJf% H h MxßxJfm = (42) 

ist 

Es seien 

^X} ^X ) ^X } * •• f ^ 

particuläre Losungen der homogenen Gleichung (42), so dafs wir haben 

Äx0x + Bx^x+i + CxSfx^i H h Mx0x+m = 0, 

Ax^x + Bxffx+1 + Gr^i'+a + • • • + Mx0x-\-m = 0, 



• • 



4.«<f> + B^i^l, + G.^i, + • • • + JM.«1%„ = 0. 
Derselben Gleichung (42) genügt auch der Ausdruck 

isx == C'zx + C'X + C'"0x + • • • + CW^*), 
in welchem 

C\ C\ C% ..., CW 

willkürliche Constanten sind, da 









= 



+jif,(O'i»;^+c"0H-+-+c<*v4^) 

ist. 

Wenn A; « m -f- 1 ist, so kann man den Ausdruck 

zx « c'zx + o;- + c"'^;" + • • • + c<-+^)i^-+i) 

gleich Null setzen, unabhängig von x und für solche Werte der Con- 
stanten 

C, C", C", ..., C<'»+«, 

10* 
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die nicht alle gleich Null sind: man braucht nur dem System Ton m 
homogenen Gleichungen ersten Grades 

- CV+ C'V+ C^'VH h C("»+i)j?o^"«+i> — 0, 



Xfr 






-j- C(m + l)^^(m+t) «, 0, 



mit den m -}- 1 Unbekannten 

C, C", C'% ,.., C<«»+i) 
zu genügen. 

In der That sind erstens die Bedingungen 

notwendig und hinreichend dafOr^ daCs der Ausdruck e^e &uf Grund der 
Gleichung (42) für jeden Wert von x NuU wird, und zweitens lä&t 
das System von m homogenen Gleichungen ersten Grades mit (m 4* 1) 
Unbekannten unendlich viel solcher Losungen zu, bei denen nicht alle 
Unbekannten gleich Null sind. 

Folglich sind alle (m -f- 1) Lösungen 

0x\ ej', ..., 0j^'^\ 0^^^+^) 

der linearen homogenen Gleichung (42) m^ Ordnung durch die eine 
(oder auch mehr als eine) lineare homogene Beziehung 

verbunden, wobei 

C?', C'\ ..., C^'^+i) 

von X unabhängig und nicht alle gleich Null sind. 

Wir unterscheiden nun zwei Fälle, je nachdem die Determinante 



V, 


"o", 


. . ., 


V"> 


V, 


»". 


. . ., 


J»/") 




■ • fl 


. . ., 

• • 


• • 



0m— 1} 0m — 1; ' * ' • } ^w_ 



m — 1 



(43) 



Null wird oder nicht. 

Wenn die Determinante (43) in Null übergeht, so sind unsere 
m Losungen 

0X ) 0x y ' » ' } 0x ' 

der Gleichung (42) durch die eine (oder auch durch mehr als eine) 
lineare homogene Beziehung 
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C'«,' + C"8x -\ h CC-'äj'») — 

verbunden, wobei die 

aus den Gleichungen 

C«; + Czi' + • • • + Ce»)«/«) = 0, . 

(44) 



bestimmt werden und nicht alle gleich Null sind. 

Wenn aber die Determinante (43) nicht gleich Null ist, so 
sind die Lösungen 

^x } ^x ) • • • ; ^x 

durch keine lineare homogene Beziehung (mit constanten Coefficienten) 
verbunden, da in diesem Falle das System (44) keine andere Lösungen als 

C = C" — C^"») = 

zulälst. 

Die Losungen der Gleichung (42), die durch keine lineare homogene 
Beziehung (mit constanten CoefGcienten) unter einander verbunden sind, 
verabreden wir uns zur Abkürzung von einander unabhängige Lösungen 
zu nennen. 

Wir erinnern uns, dafs man bei der Losung der Gleichung (42) 
willkürlich die Werte der 

^07 ^19 ^S; • • •; ^m— 1 
vorgeben kann. 

Daher kann man zwischen den Lösungen der Gleichung (4^ 

immer m von einander unabhängige Lösungen wählen; man braucht 

nur den Gröfsen 

*0 7 ^0 7 ' ' ' } *0 

*1 ; ^17 ••';*! 



solche Werte zu geben, dals die aus ihnen gebildete Determinante 
nicht Null wird; dann erhalten wir m von einander unabhängige 
Lösungen 

*» 7 ^X } • ' ' 7 ^X ' 

Es seien nun 

^X } ^X } • • • > ^x 

von einander unabhängig; dann mufs, wie wir aus dem vorhergehenden 
wissen, jede neue Lösung 0:c der Gleichung (42) mit den 



1 
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darch die lineare homogene Beziehung 

verbunden sein; die Coefficienten 

C, C, C\ ..., C^"») 

sind dabei von x unabhängig und nicht alle gleich Null. 

Hier kann C nicht gleich Null sein, da sonst die Groben 

durch die Relation 

verbunden wären, was unserer Voraussetzung widerspricht. Somit 
kann man aus der Relation 

Oz^ + Cz:, + C'zl + . . . + G^^^z^^^ — 

jE^^e durch die z^y Zxj ...; ^'"^ ausdrücken und zwar in Gestalt der 
linearen Function: 

- ^. - ^ ^; + ^ Ä + • • • + -^ 4j<-> . 

Folglich Jcann man jede Lösung der linearen homogenen Gleichung (42) 
m^ Ordnung linear durch m belid>ige, von einander unabhängige Lösungen 

Zxf Zxf ..., ^"*^ 

derselben Gleichung ausdrücken. 

Mit andern Worten: AUe Lösungen der Gleichung (42) sind in der 
einen Formel 

Zx = (fz'x + c'Zx + • • • + C<'"^je<."»> 

enthaUenj in der die Constanten 

beliebige Werte haben. 

Wenn dabei die Werte 

^o; ^i> ^2> • • •; ^m— 1 

gegeben sind, so sind die entsprechenden Werte der Constanten 

c, c\ ..., c<-> 
vollständig durch die Gleichungen 

^0 -= c'< + c"^o" + • • • + ^'"^V"^ 

Zi = c «f/ + ^ "^i" + • • • + (f^^Zx^'^^j 



bestimmt. 



/ 
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Indem wir weiter zu 

SC 

irgend eine particulare Losung y^ der Gleichung 

^«»« + ^;ryx+l H h Jifxyx-hm = Qx (41) 

hinzuaddieren^ erhalten wir den allgemeinen Ausdruck 

y* = »2 + c'je?; + c'z2 H 1- c<"»>4'"> 

für alle Lösungen dieser letzteren Gleichung (41). 

§ 30. Wir wollen jetzt mgen^ dafs mcm mittels der m van ein- 
ander ungibhängigen Lösungen 

der homogenen Gleichung (42) die Lösung der vollständigen Gleichung (41) 
auf eine Summation eurückfOhren kann. 

Zu diesem Zwecke dient die Methode der Variation der wäücür- 
liehen Constanten, die von Lagrange er söhnen worden ist und in 
folgendem besteht. 

Wir ersetzen ini Ausdrucke 

die Constanten 

durch Functionen von x: 

und setzen 

Vx = Cj:^ + Cx»x H f- 6^^zf^, 

Auf diese Weise ftihren wir statt der einen unbekannten Function y^ 
die m neuen unbekannten Functionen 

ein. 

Wir verfügen nun so über sie, dafs gleichzeitig mit der Gleichung (41) 
auch die folgenden m — 1 Gleichungen befriedigt werden: 

Unter Berücksichtigung unserer Forderungen und Einnikrung der 
Differenzen 
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finden wir snccessiTe: 

= «;«;+! + c'x+i + ••• + cf^^fii , 

01^+1 Je, + g'Ui^c: + • • • + «<4., ^<4™) - 0, 

- <4«;+m + - + cf j^-i^^ + i»;+»^c; + • • • + «s»^„^<4"' 

und endlich 

+ cloiÄxHl +Bxe'x+l-\ h Jf,»x+m) 

\'=Mx{z'x^m^cL-\ l-JS^^cf') 

Folglich reducieren sich unsere Forderungen auf die m Gleichungen 

jef;+iz^4 + 0x+i^c^ H h ^^i^^<f;^^ = 0, 

Q 

aus denen man die 

bestimmen kann. 

Es bleibt uns nun noch übrig, willkürlich die Werte der 



§ 20.] 
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zu geben und durch Summation aus den Differenzen 

die Werte der 

zu berechnen. 

Es ist nicht schwer^ sich zu überzeugen ^ dafs sich alle Lösungen 
der Gleichung (41) mittels der neuen unabhäi^gen Variabein t aus- 
drücken lassen durch die Formel 



Vx = 







9l 



(45) 



Hier sind die 



wie früher willkürlich und das Summenzeichen 

bezieht sich auf die Variable t, die successive die Werte 

erhält. 

Als Beispiel nehmen wir die Gleichung 

Wir können in diesem Falle 

% 

setzen; dann giebt uns Formel (45): 



♦) Natürlich für « > 0. 
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t=»x 



= c + c'x + c'"x {x — 1) -j- ^ 



<«0 



1,<+1, 


(< + l)t 


1, < + 2, 


(t + 2)(t+l) 


1, a;, 


x(x — 1) 


1, <+l, 


it + 1)^ 


1, f + 2, 


(< + 2)(<+l) 


1, < + 3, 


(i + 3)(< + 2) 



-Q. 



i=x 



c + c"« + c"x {x— 1) + ^ 

<=0 



(« — « — 1) (« — t — 2) 



<?. 



Aus der Gleichung 

^'y. = Qx 

leiten wir andererseits successive ab: 



und endlich 

wobei d', rf", d'" constante Zahlen bedeuten. 

Folglich wird die Differenz zwischen der dreifachen Summe 

X / 4? X \ XXX 

0\0 / 000 



und der einfachen 



<=« 



2 



<=0 



(a; — t — 1) (a; — « - 2) 



2 



Ö. 



auf ein dreigliedriges Polynom 

^' + fl'"a^ + /"^(a? — 1) 

zweiten Grades von x gebracht. 
Die CoefQcienten 

9y 9 y 9 

dieses Polynoms sind gleich Null, da bei 

a: = 0, 1 und 2 
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die beiden Summen 

r=sO 

Null werden. 
Folglich ist 

* * * <=af 

2 2 2' e. -2 "~ '.""'" -' «'• 

*=o 

In derselben Weise gelangt man auch leicht zu der allgemeinen 
Formel 

V' 'V "V i-i 's5 (^ - < — 1) (a? - ^ — 2) . • ■ ( a ? - * — w + 1) ^ 

^^ ••^V«=^ 1.2.3...(m-l) '»^'' 

*=o 



tn Mal 



die zur Umformung der m-fachen Summe 



X sc a? 

22 20' 



V 

m Mal 
in eine einfache dient. 
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Zwölftes Kapitel. 
Lineare Differenzengleicliimgen erster Ordnimg. 

§ 21. Jeder linearen IHfferenisengleichung erster Ordnung kann man 
die Gestalt geben: 

yx-^i — PxVx^Qx, (46) 

wobei Px und Qx gegebene Functionen von x sind. 

Wir dividieren beide Seiten der Gleichung (46) durch das Product 

a? + l 



X^XiXg • . • Jfx'-'l-^x ''^ ^ 



2? log P^ 







; 



156 Zwölftes Kapitel. [§ Sl. M. 

setzen weiter zur Abkfirzung 

X 

f 1»« Pz (47) 






und erhalten: 



Folglich ist 



v p p 



«> 



U^^l — Ux'^dU 



^*+l 






und 







• « 








Auf diese Weise haben wir die Lösung der linearen Gleichung (46) 
erster Ordnung mittels der Formeln (47) und (48) auf eine Summation 
zurückgeführt. 

Wir bemerken dabei, dafs der von uns gebildete Ausdruck 

^x ^* ■'O'M • • • *«— 1 

der linearen homogenen Gleichung 

genügt. 

§ 22. Betrachten tmr nun einige Khssefi der linearen Gleichungen 
(46) erster Ordnung im einzelnen. 
Zuerst nehmen wir an, es sei 

Px «» einer constanten Zahl P. 
In diesem Falle ist 

Formel (48) giebt also: 



Als Beispiel nehmen wir die Gleichung 

2 

indem wir die Bedingung 

yo-0 

hinzufügen, wollen wir yioo berechnen. 



y«+i— 9 y«=^*5 
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Wir setzen in der soeben erhaltenen Formel 

P-|, yo"=o, «.-»» 

und finden 

y. = ^2^'** = *^^ {2«(x«- 2(2* + 1) + 8) - 6} 



-2««- 8« + 12-^, 

woraus 

y,oo - 19212 - ^ 

folgt. 

Wir haben mit Absicht ein Beispiel genommen, in welchem sich 
die Summe 

^ por+l 


leicht berechnen la&t und der Sinn der Formel 

klar ist. ^ 

Jetzt wollen wir 

p _ £+a+m 

setzen, wobei p, a und m constante Zahlen und m auTserdem eine 
positive ganze Zahl sein möge. 
Dann ist 



(« + w) (« + »* + 1) •••(« + * — !)(« + *)•••(« + * + *• — 1) « 



^'" «(« + 1) (« + 2) . . . (a 4- »» -- 1) (« + m) . . . (a + a; -- 1) ^ 
(ä + «)(* + «+ 1) •••(* + « + «• — 1) 



und 

.. _.. (g + tf)(g + « + i)'»-(g + «+«» — ^) ^ 

y*—yo a(a-|-i)...(a + m— 1) ^ 



Als Beispiel nehmen wir die Gleichung 

y'+^ - Sil y. - 1 + (2a: + 3) (2* + 5) (- 1)'; 
indem wir die Bedingung 

hinzufügen, steUen wir uns die Aufgabe, y^^ zu berechnen. 
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In diesem Falle ist 

e, = l + (2a: + 3)(2x + 5)(-l)«, y,= l, 
folglich 

I5i.i6»^i6i^|j_^2^_j_4j_j5j 229 -=34579. 



8 

Es sei weiter 






wobei p^ a und m die froheren Werte haben mögen. 
Dann ist 

^ _«(«+i)_--^« + «-i) ^ 

*' (« + a) (ä + a + 1) . . . (« + a + m - 1) ^ 

und 

„ „.. «(«+!)■•(« + »*— 1) ^ 

y* y ^a; + «){«'+« + 1 ).-.(« + « + w — 1 ) •*^ 



Als Beispiel nehmen wir die Gleichung 

j_ ^^+ 1 g + ^ 

ä''+* "T" 8^~7 y* "" 3x + 4' 

und finden 



3«« j-_7a; + 2 + (8^0 ~ 2) C-J)' 
~ 2(3a;4-l)(»a: + i) 

Weim Pa; gleich dem Producte aus einer Constanten p und einigen 
Factoren von der Form 

x + a + m ^^ j x + a 



x+ a « + « + *» 

ist, SO wird 0x gleich dem Producte aus p' und einigen Factoren von 
der Form 

{x + a){x+a + l).,,(x+cc+ m^l) ^^ _ a(a + 1). . .(a + m — 1) 



o(a + l)...(a + f» — 1) (a5 + «)(a; + a+l)«--(«+a + W"-^) 
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Zum Beispiel: Der Gleichung 

2g + 7 3a; + 1 ^ 

y'+^ "" 2a; + 1 ■ Sx + 4. *« " ^ 

entspricht 

(2a; + 1) (2a; + 8) (2a; + 6) 1_ 

^' °™ 1.3.6 3a; + l 

und 

^ (2a;+l)(2a;+3)(2a;+6) y^ . (2a;+l)(2a;+3)(2a;+5) ^ 3a; + 4 

^* 1.3.6 3a:+l » 3a; + 1 -^ (2a;+3)(2aH-6X2aH-7) 



(2x+l){2x+S){2x + 6) . , - . _ (2x + l){nx+n) 

~ 120(3a; + l) ^°yo1~A«; 8(3a;+l) 

Bemerkenswert sind auch die Gleichui^en von der Form: 

y«+i— i>*y»— 1> * Q'] 

för sie giebt Formel (48): 

g(g-i) g(g-i) ^ 



Unter den Differenzengleichungen^ die auf lineare Gleichungen 
gebracht werden können, weisen wir auf folgende hin: 

^«yx+iy« + Bxffx+i + Cxy» = 0, (49) 

worin die 

gegebene Functionen von x sind. 

Um Gleichung (49) auf eine lineare zu bringen , genügt es, all 

ihre Glieder durch das Product yx-\-iyx zu dividieren und dann statt 

yx eine neue Function 

1 

Waj — — 
Vx 

einzuführen. 

§ 23. Wir wollen uns jetd mit den Gleichungen 

y«+i,<+i — «x,*y«,<+i = hx.tyxjfh.t (50) 

beschäfligen, die 0wei unabhängige Variable 

X und tj 

0wei gegebene Functionen von x und i: 

ax,t und bx,t 

und eine unbekannte Function 

enthalten. 
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Hier bedeutet k irgend eine bestimmte positive ganze ZabL Den 
Variabeln x und t werden wir, anfser Null, nur positive ganz- 
zahlige Werte geben. 

Bei dieser Beschrankung ist Gleichung (50) gleichwertig mit 
folgendem System unendlich vieler linearer DiSerenxengleichungen 

y^p+i,! — ö«,oy«,i = 6x,oyx+*,o> 
y*+i.« — ^aV*,^ ~ 6*,iy*+*,i, 
y*+i,8 — <ix,%yx,% = hx,%yx-^k,tf 



Aus diesem System kann man, bei gegebenen Werten der 
yi,o, yir+i.o, y*+8.o, ... und yo,i, yo,8, yo.s, .. 
successive die yx,i; yx,2; Vx.z -.• bestimmen: 

y«,i —yo, 100,001, «...a,-.i,o + flo,oai,o . . . «x-i^o^ _ 5»o^*+* iQ ,_ ^ 



2 



y;r.« = yo,«oo,iai,i ...a,_i,i + 00,101, i...a«-i,i^ — ^— "^*'^ 

^ «o,i«i,i-«*.i 



' Ä 



yx,» — yo,»Oo,«Oi,2 ...0,-1,8 + Oo,20i,g ...0,-i,j^ *,«y^+*t« ^ 

Den Gröfsen 

y*,o, y*+i,o, yi:+«,o, -.. und yo,i, yo,j, yo,s, ... 

kann man beliebige Werte geben. 

Als Beispiel nehmen wir die Gleichung 

ya:+i,<H-i — py«, r+i = qyx+i,ty 

in der p und q constante Zahlen sind; wir f&gen die Bedingungen 

= yi,o " y«,© «=y8,o = •••, 1 = yo,i = yo,« = yo,» = ••• 

hinzu und finden in diesem Falle successive: 

y*,i ^P'f yx,% ==1)*(1 + xq) =fF{l — q + {x + Dg), 

X 



X 

r {(1 - 2)* + 22(1 - «?) + 3* +^((1 - 2)« + («+ 2)2»)} 






l''((l -2)*+ (* + 2)3(1 - 2) + (^±^^^+i^2«) 
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und allgemein 

^(i I I x(x + i) j , , a;(.r + l)...(a; + * — 2) ,__.i 

= p'((l-g)'-^+(a;+f-l)g(l-gy-«+ ^''+^-'f+^-'^ g«(l-gy-'+- 

(a! + f-l)(a; + f-2)...(a; + l) ^ » 
"r 1.2.3...(«— 1) ^ i> 



*. fi I I oc(x4-l) 9 , , x(x + l) ,..(x + t^l) A 

= l>'((l-g)' + f3(l-g)'-> + ^^V(l-9)'-* + --- + «') 

X 



+ i-YZTt ^r 

Zu denselben Resultaten können wir auch auf einem anderen Wege 
gelangen. 

Zu diesem Zwecke führen wir zwei neue unabhängige Variable 

I und 12 
ein und bilden den Ausdruck 

<=soo ar=soe 

• . • • 

Indem wir F(|, ly) mit 1 — pS — qrj multiplicieren und die Gleichung 

sowie auch die Bedingungen 

= yi,o = !/2,o = y3,o = • • • und 1 = yo,i = yo,« = yo,3 = • • • 
berücksichtigen, erhalten wir: 

[1 _ ^1 _ 2^] ir(g, ^) « (1 _^| _ 2^)y,^, + 5_(J^\ 

Markoff, DifFerenBenrechnung. 11 
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woraus sich 

ergiebt. 

Indem wir weiter den Bruch 






1 — gij\ l — ari/ \ 1 — «ii/ 



nach steigenden Potenzen yon | und ij entwickeln^ erhalten wir: 



*~* ,.«*« 



«=00 

«= yo.o +2 (i?+q»+i?»+ •••) (l+*£ij + ^^ 2*»?*+ "V^' 

ar==0 

- >... +1" jf i- (1 + »» + - + •'y,'.;;<rt'.7" ^■) f V 



«SB OB 



XssU 

- yo,o +21 2^i^ r-*-?¥^^7^jF^ 9'-'+ - +(1-9)'-' ) 5V. 

Auf diese Weise kommen wir zu dem früheren Resultat 

-!>' ( (1 - qy-' + (^ + ^ - 1)2 (1 - 2)'-* + • • • 

■'" 1.2. ..0-1) ^ j* 

Als zweites Beispiel nehmen wir die Gleichung 

yx+i,<+i — y«,r+i = ya:+*,* 

und fügen die Bedingungen hinzu: 

l=yM=y*+i,o=y*+8,o=yH-«,o="- und 0==yo,i=yo,a=yo,8=yo,4="-'. 
Die successiye Summation giebt in diesem Falle 
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X 


U 

(g + 8Ä;)(a? + 8jfc ~ l)(a; + 3Ä; — 2) ^ (g^- 8A; — 1)(3; + Sjfc — 2) 
273 '^ 2 

a;(a; + 3fc — l)(a; + 8Ä; — 2) 
"" 2.8 ^ 

^ (a; + Ä;)(a; + 4fe-~l)(a;+4fe — 2) 

y»,*""^ 2.3 



_ "V Kg + ^^)(a? + 4Ä;— l)(a; + 4Ä; — 2) , (a; + 4Ä;— l)(a; + 4Ä;-- 2)] 
~jLJi \ 2.3 '*^ 2 1 



^ (g-f 4Jfc)(a;+4A'— lXa?+4^~8)(a?+^fe— 8) , ( g-f 4Ä;-l)(g+4Ä;~2)(a;+4Ä;— 3) 
~ 2.3.4 2.3 

__ x{x 4- 4Ä; — l)(a; + 4A; ~ 2)(a; + 4fe — 8) 
~ 2.3.4 

und allgemein 

a;(a: + ifc* — l)(a; + jfc* — 2) ... (rc + *< — « + 1) 



yx,/= 



1.2.3...« 



_ ^ (a; + A;Ha? + A;« + A; — l)(a; + ä;« + Ä; — 2) ... (o; + A;< + ^' — < + 1) 
y*,'+i— ^ 1.2.3,..« 



"^l 1.2...« 1.2.3...(«— 1) I 



^ (a; + Ä;« + Ä;)...(a; + Ä;« + fe — «) , (rc + Ä;« + Ä;— l)...(a; + Ä;« + Ä; — t) 
~ 1.2. ..«.(«+!) 1.2...« 

^ a;(a; 4- fc (« + 1) — 1) (a; + fe (« + 1) — 2) . . . (a; + fc (< + 1 ) — «) 

1.2.3...«.(«+1) 

Auf Grund der Lösungen der Gleichungen von der Form (50) 
können wir schliefslich einige Functionen von zwei unabhängigen 
Yariabeln in Reihen entwickeln. 

Auf diese Weise leitet man leicht die Formeln ab: 

log ( 1— 6)(1 — ij) ^ ^ "^ 1. 2. 8. ..a;. 1.2. 8...« y^ ^ 
%n-l-n ""^ ^ 1.2. 3... (« + « + !) * ^ 

= 1 + i (I + ,,) + ^ (2 1« + 1 1 + 2 »J*) + • • • 
und 

11» 
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Xs=ao ts^CD 



(1—1) ^ +(1—1?) ' ^ y 1.3.5... ( 2a; — 1).1.3.6...(2< — l)fc^ , 

1 i "^^ ^ 2.4.6...(2x + 20 ^' 

1 +(1-1)^1-,,)« '^^ '=^ 

die von Hermite in seinem ,^Cours d'Analjse'^ gegeben worden sind. 



Dreizehntes Kapitel. 
Lineare Differenzengleichnngen mit eonstanten Coeffleienten. 

§ 24. Ehe wir zur Lösung der linearen Gleichungen 

Ay^ + 5yx+i + Cyx+a + I>yx+« H V -M^x+m = Qx (51) 

tniY c2en coitsfon^ Coeffieienten 

A, B, C, D, .., M 

schreiten^ wollen wir eine sehr einfache Identität ableiten. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir das Resultat^ das sich ergiebt, 
wenn wir in dem Ausdrucke 

AUx + 5W*+1 + Cu^+i + /JWx+8 H h MUx + mj 

den wir mit dem Symbol 

a(t**) 

bezeichnen wollen, für t/^ das Product 1"*^^^« substituieren. 

Hier bedeuten | eine unbestimmte Constante, i/x und ti?;^ aber 
Functionen von x. 

Mit Hilfe der eingeführten Bezeichnung kann man die Gleichung (51) 
in der Form 

ß(»x) = Q. 
darstellen. 

Indem wir 
setzen und die Differenzen 

J^Wx = ^W^x+1 — ^t^x = M^x+g — 2w^,-|.i + Wxf 



m 



einführen, finden wir die Gleichungen: 
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Ux 


— 


i'Wx, 




Wx+1 


= 


l'+iu;. 


'+1 


Ux+2 


= 


6*+*fc;a 


•+2 


Ux+9 


= 


1'+»«;, 


:+8 



^-^^(Wx + 3^Wx + S^^Wx + ^^Wx)y 



v«j.«/ I «* . 1 fn(m— 1) ^ , w(to— l)(m— 2) ., , , ^« \ 
und somit 

= g' {^ + Bg + Cg* + Dg» + ... + Jlfgmjw;, 
4. |x+i {5 ^ 2Cg + 3D5« H h mMi^-^]Jw 

+ |*+2(2(7+ 3.2Z>g + ••• + w(m - l)Mi'^-*]^^ 



'X 



3.2Z>H H m(»t-l)(t» — 2)ilf|"— sjj-^ 



8 



i^w. 



Demnach ist: 



J*V). 



Ä(g'«',) = S'vd)«'. + l'+V'd)^«'« + S'+'^p'^ö t: 



+ S'+'9'"'(S)m + - + I'+'»9'<'"(5)t:^^, 



(52) 



wobei 



9P(S) = ^ + 51 + ci» + 2)1» + ••• + -a^l"*, 

9 (S) = ^ = 5 + 2C| + 3Z>|« + . • . + M» Jf6"'-S 



9>"(l) 






2C+3.22)H !-»»(«» — 1)^1-»-*, 



y(m)(|) _ ^^«1 = »,(m - 1) (m — 2) . . . 3 . 21f 

ist. 

Nehmen wir jetzt an^ dafs | eine der Wurzeln der Gleichung 

kl) •=• 0, 

und zwar eine i- fache Wurzel, sei. 
Dann ist 

fii) = ¥{%) - «»"(l) ¥-'-'Ki) = 
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und somit 

SO dafs, wenn u'x eine ganze Function (i — 1)^** oder niedrigeren Grades 
von x ist, 

üii'Wz) = 
wird. 

§ 25. Infolge dessen können wir, wenn wir aUe Wurzeln der 
Gleichung 

9?(|) =Ä+Bi + Ci' + '" + Mi-^ = (53) 

und ihre Multiplicität bestimmt haben, m von einander unabhängige 
Lösungen der linearen homogenen Gleichung 

ÄZx + 5^»+l + C0x+% H F- M0x+m = (51^) 

bilden. 

In der That, wenn die Gleichung 

A + Bi + C^' + Di' + ... + Jlf|m = 0, 

i'i Wurzeln 1^, 
ig Wurzeln Ij, 

4 Wurzeln 5* 
hat, wobei 

5l> bg; ■•• b* 

von einander yerschieden sind und 

*i + *8 H [- u = w 

ist, so läjjst die Gleichung 

nach dem Vorhergehenden die folgenden Lösungen zu: 



^o; — §t^ ^*— a?6„^, j-2 «1^ •••' ^/ i.2...(t,~i) — ^v 

^»' ^* ^^8^ ' ^' 1.2. ..(1,-1) ^> 

(;n-.-jfc+l) ^ tx «(iii~i;t+2) « o; t* .(„0 _ g(g— l)...(a? — tjfc + 2) ^ 

**' * ^*' ' * 1.2...(f4-l) ^• 

Die Zahl dieser Lösungen ist gerade m; sie sind von einander 
unabhängig, da die Determinante 
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z. 



z, 



» 
rt 



$ 



> 



» 



1 ? • • • > 

17 • • • > 



^IW— 1 

Zm—l 



*0 > *1 > • • •; *m— 1 



0, S., 25,», 3|A 

0, 0, 6.S 31.», 



7 



(m 

{m — 1) (w — 



1.2 



1) ir-^ 



0, (),...., 0, g/-s 



• • 



(m--l)...(w— t\ +l) ^ ^_j 
•' 1.2. ..(»1 — 1) 5i 



1; 6*7 S**; 



.m — 1 



(m-'l).Jm — fi+1) , 

die wir zur Abkürzung mit dem Buchstaben A bezeichnen wollen^ 
nicht gleich Null ist. 

Um dies zu beweisen^ nehmen wir noch eine zweite Determinante 

1; Vi} Vi ) • • •> Vi"^ 



1; ^m? '^L •••; VZ"' 



'!»> 



m 



in der 17^^ ijg; 173; . . .; tjm unabhängige Variable seien. 

Durch Anwendung sehr einfacher Transformationen auf H leiten 

wir ab: 

1, 0, 0, .•., 

1; ^3—^1. Vz^-ViVz} "y V$^^ " ViVtr"^ 



H 



1? Vm— nx7 nl. — Vxnm, ..., n^ 



m— 1 



nin 



m— 2 
m 



(% — IJl) (% — flt) • • • (l?m — IJi) 



1, 1?«, %% •••» %"*"* 

1, %> %S •••> %"""* 



i> ^«» nly •■•> n 



m—i 
m 
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[§ 26- 



Somit kommen wir zu der bekaimten Formel 



H = 



1, Vi, v*> •■> »»r"^ 

1> Vi) Vi ) ••• • > Vi ~ 



= (.Vi- Vi) (V3— Vi)- in-n— vöiVi— Vi) •• 

• • ■ iVm — Vi)-" iVm — l?m— t) 



1, W , «*, .... iJ"'-i 

Durch Differentiation erhalten wir: 






1> Vif ^iS ^w ; 

^y 1; "^2> 3^2 > f 

0, 0, 2, 6.,„ , 



i*— 1 



m — 1, 



Vi 
(w — l)(f» — 2)ijj'»-' 



0,0,... ., 0, (ii-1)!, ., (.»-l)...(m-H+l)ij^ 



. I 
"«1 



l| ^TO— fj+l» f 



'm — »jfc+l 



0, 0, (4-1)!, ..., (w-l)...(m~«* + l)iy;;;-'* 

Hieraus schliefsen wir^ daüs die Determinante J sich^ bei 

vom Werte des Ausdruckes 

tiOi-i) ^ . . . ^. !*^*_z!? 



nur durch den Factor 

a.-i)ii o»-i)'i ('*-!)'* 



i> 



2 



n « 



2''-»3'"'-» ••• (',-2)»(h-l) 2'«-» ... (^-1) ■ ■ g-i-J... (,-j_i) 

unterscheidet. 

Dieser Wert aber ist gleich dem Producte 

in welchem 

iV = 2'i-« 3^-3 . . . (i^ - 2)«(ii - 1) . . . 2« *-^ . . (4 — 1) 
ist. 
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Folglich ist die Determinante A nicht Null und die erhaltenen 
Lösungen 

° ' '/ (m) 

der Gleichung (51^) sind yon einander unabhängig. 
Wir haben hier also als allgemeine Formel: 

^x = (Pi + p^x +i?8a;* H \r Pi,(^^"^)^i + • • 

+ (p«-,.,+i + . . + pmx'k-^) S^ (54) 

für alle Lösungen der linearen homogenen Gleichung (51^). Die 

sind dabei willkürliche Constanten. 
Wenn wir die Constanten 

Vi} Pi} ' ' ' } Pm 

durch Functionen yon x ersetzen, so können wir, wie früher aus- 
einandergesetzt worden ist, bei gegebenen 

§1; h) §2; h} ' ' '} 6*; U 

die Lösung der entsprechenden linearen Gleichung (51) mit beliebigem 
letzten Gliede auf eine Summation zurückführen. 

§ 26. Die Goefßcienten 

setzen wir nun als reell voraus. 

Was die Wurzeln der Gleichung (53) anbetrifft, so können einige 
von ihnen auch complex sein. 

Solche Wurzeln bilden Paare von conjugierten complexen Zahlen. 
Es sei zum Beispiel: 

gl = a + /J Y^i « (> [cos d + y^ sin d] 
und 

Ijj = a — /J ]/— 1 = Q [cos ^ — Y^ sin «•] 

ein Paar conjugierter complexer Wurzeln der Gleichung (53), wobei q 
der Modul und <& das Argument der Zahl g^ ist. 
Dann hat man 

und 

=» (p, + PiX + • • . + Pi,x''^'^^)Q' (cos xd' + V— 1 sin xd) 

+ (P«i+i + Ph+iX H [- pf^+f^af'*-^) p* (cos xd^ — Y— 1 sin x&) 

= {Pi + Ph+i+iP% +PH+i)X'i H {Pf\ + JP2/J iC^"M P* cos xd- 

l Y^ V—i Y^^ J 
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Daher kann man in Ausdruck (54) 

^z = (i>i +PiX H h i\oif^'-^)ll H H (i>«,-i4+i H h i^ma^'t-O^J 

statt der Summe 
die Summe 

setzen, wobei 

ebenfalls willkürliche Constanten sind. 

Indem wir also die complexen Wurzeln der Gleichung (53) paar- 
weise vereinigen; können wir die complexen Zahlen aus Formel (54) 
eliminieren. 

§ 27. Wir nehmen jetzt an^ das letzte Glied der Gleichung (51) 
sei gleich dem Froducte 

wobei a eine gegebene Zahl und Ux eine ganze Function von x be- 
zeichnen möge. 

Eine der Lösungen der Gleichung (51) ist in diesem Falle 

wobei Vx gleichfalls eine ganze Function von x ist und aus der 
Gleichung 

ß(a*t?«) = a''q){a)Vx + a*+^9>'(a)z/Va: + 1- a*+'"9)<"*>(a) — ^ 

oder^ was dasselbe besagt^ aus der Gleichung 

q>{a)Vx + aq>'{a)JVx H h a'^q^ia) — p = Ux (55) 

bestimmt werden muTs. 

Aus dieser letzten Gleichung ersieht man leicht ^ dafs der Grad 
der Function Vx gleich dem Grade der Function Ux ist^ wenn nur a 
nicht zu den Wurzeln der Gleichung 

9>(S) = (53) 

gehört. 

Wenn aber a eine Wurzel der Gleichung (53) ist, so mufs der 
Grad von v« den Grad von Ux um die Zahl übersteigen, welche die 
Multiplicitöt dieser Wurzel angiebt. 

In beiden Fällen können wir die Coefficienten der gesuchten 
Function Vxy diese nach fallenden Potenzen von x ordnend, successive 
bestimmen. 
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So erhalten wir bei 

tp{a) + 

eine ganz bestimmte Function t;^. 

Wenn aber a eine i-fache Wurzel der Gleichung (53) ist und n 
den Grad von Ux bedeutet, so werden in der Function Vx nur die 
Coefficienten der 

«&'••«/' ^ • » » y Ju 

durch Gleichung (54) bestimmt; den Coefficienten der 

/*•!""• 1 /*•! — ■ /•• "I 

tiU 9*^ ^.••••4/«X 

kann man dagegen beliebige Werte geben: man kann sie zum Beispiel 
gleich Null setzen. 

Es ist also nicht schwer, für die Gleichung 

Ajfx + Syx+i + Cyx+i H H Myx+m « «'«*« 

eine particulare Lösung von der Form 

yx = c^Vx 
zu finden. 

Dabei erinnere man sich nur, dafs die 

A, B, C^ , . .y M, a 

constante Zahlen bedeuten, und dafs 

Ux und Vx 
ganze Functionen von x sind. 

Hiermit ist alsdann die allgemeine Summation yon (51) 
geleistet. 

§ 28* Zur Erläuterung der vorhergehenden Betrachtungen 
lösen wir einige specielle Aufgaben, 

Aufgabe 1. Gegeben sei: 

y,+4 + 2yx+z + 3ya:+j + 2y,+i + y, = 0, 

yo = yi=y8 = o, y^ — — i. 

Es soll y^QQ berechnet werden. 
Hier ist: 

9(g) = g* + 21« + 36« + 25 + 1 = (6* + 5 + ly 

= (S — cos -^ — Y-^ sin -^) (l — cos -^ + }/— 1 sin -^) • 
Daher wird 
yx=iPi+Pax)(coB~ +l/^sin^)'4-(p,+i)^a;)(co8^ 4.^^71 sin ^-)' 

/ I \ 27tX I / f \ • 27CX 

= Wi + ff«a;) cos -3- + (<7, + 3ix) sin -^ • 
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Die Constanten 

9i; ^21 237 94 

sind aus den vier Gleichungen: 

yi -- (äi + 22) cos ^ + (?5 + ^4) sin ^ = 0, 

y« — ffi + 3?, = 0, 

Vi = («1 + 2?,) cos ^ + (?3 + 2^4) sin ^ 1 

zu bestimmen. 

Wir lösen diese Gleichungen auf und finden 

A 12 



Bin- 



« |/"3 



Folglich ist allgemein 

0, bei x^O (mod. 3) 

X — 1, „ x^l (mod. 3) 

1 — X, „ x^ — 1 (mod. 3) 



2(a; — 1) ^.^ 2nx 
73 



y« = -^^— s"i -3- = 



und speciell 

198 . 2« ^^ 

Aufgabe 2. Gegeben sei: 

y«+4 — 2" y'+' "^" 2^ y*+* — yx =« 1, 
yo = o, y, = n, ya = — 8, ^3 = 6- 

Es soll y^oQ berechnet werden. 
Hier ist: 

9'(i)=i*-fr + |i-i»(i-i)a+i)(i-|)(i-2). 

Daher sind alle Lösungen der entsprechenden homogenen Gleichung 

^»+4 — 2^ ^»+3 -r ö" ^*+i — ^j. = u 
in der Formel 

^x=Pt+ A (- 1)' + Pz (^y+ p,2- 
enthalten. 

Wir suchen weiter, nach der im vorigen Paragraphen angegebenen 
Methode^ eine particuläre Lösung der vorgelegten Gleichung, indem wir 

yx = dx 
setzen. 



§ 28.] Lineare Differenzengleiehungen mit constanten Coefficienten. 173 

Diese Lösung wird 

y, — — a? 
sein. 

Hieraus schliefsen wir (§ 19)^ dais alle Lösungen der Oleichung 

6,5 - 

y^+4 — 2 ^'+8 + 2^ ä^'+i — y« = 1 

durch die Formel 

ausgedrückt werden. 
Die Constanten 

Piy Pi7 Psy Pi. 

lassen sich aus den Bedingungen 

»0 -= A +Pi+P^ +JP4 === 0, 



y^^=Px+Pi+ 4JP8+ 4i)4— 2 = -8, 
3/3 ^Ä —1^2 + ü Ps + 8i^4 — 3 « 6 



finden; es ergiebt sich so: 

Ä=P4 = und |)j-»— ^3 = — 8. 

Folglich ist bei unseren Bedingungen 

yx = 8 (- 1)-^ + J ~ ^, 

yico=-108+ ' 



2100 



Aufgabe 3. Gegeben sei: 

3 8 

y,+s + 2y,+, + 2j/,4.i + y, = ^;(^ip3) + (^ZTTK^qpT) ' 

_ 8 _ 6^ _ 13 

y2 — 2^ ; ys — 6 > y4 12 ' 

Es soll ^200 berechnet werden. 

Wir wenden auf diese Aufgabe die Methode der Variation der 
willkürlichen Constanten an. 

Nachdem wir die drei Lösungen 

ex = (— 1)', six = cos -3-, £f, = sm -3- 

der Gleichung 

^a:+s + 2;ßfx+2 + 2jef,+i + ^» = 

gefunden haben ^ setzen wir 
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Vx — C^ (— ly + C?i' cos -|^ + G" sin -*- , 

(- 1)«+» JC, + cos ?i(^+i> ^c; + sin !^<1±1) ^c;" = 0, 

(— 1)'+» zf C; + coB ??(*j+ *) ^C;- + sin ^±1> ^C?;- = 0, 

(_ i)*+»^C!;+ cos ?^^>^C!;'+8in ?^+Szrc;'-= :;74.^ + < iu ■L ^^ 

^ ^ * ' 8 * ' 3 a:(x+3) ' (x— l)(.r+2) 

und leiten hieraus ab: 

Wir nehmen weiter den Ausdruck 

und suchen die constanten Coefficienten 

tty h, Cy d 
so zu bestimmen y dafs der Ausdruck 

"*''' \tT ^ g , ^2&+a(,-l + V-3j , ■-2c+ 

2(a:+l) 



3 ^rr _ g , -~ 2&+a (-l + t/-3) , ■-2c+6(-l + 1/^=3) 



~2d + c (-l + ]/^3) d(- l + >^^^) 
"»" 2(^ + 2) ' 2(a: + 3) 

in den Ausdruck 
21/3^ I 2/ 3 2_ 1 _1_ _ ^ ^ 



a:(x + 3) (x-l)(x+2) )/3(x — 1) Y^x V8(x + 2) }/3(x + 3) 

übergeht. 

Auf diese Weise finden wir, dafs 

= — = — d = — b = - +y "" ^ 
ist und schliefsen hieraus, dafs 

P'"„.i_r 2 , -2 , 1 , — 1"] 2«x , /— 1 , 1 \ . 2«x , . 

wird. 
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Folglich drücken sich alle Lösungen der vorgelegten Gleichung 
durch folgende Formel aus: 

yx-'gxC-iy + ftcoB — + g,8in-^ + ^^_^^^^^g^ + — + ^qr2 

- «1 ( - 1 )" + 3« cos ~3- + 83 Sin -3- + ^^— f - - , 

in der q^^ q^ und q^ willkürliche Constanten sind. 

Zu demselben Resultat kann man natürlich auch auf einem 
kürzeren Wege gelangen: man braucht nur eine particuläre Lösung 
der vorgelegten Gleichung von der Form 

y^ = _ + (« '^^i ß Constante) 
zu finden. 

Die Constanten 

werden aus den Bedingungen 

1 i/s^ , 1 3 

y« = «1 — 2 ffä» ~ 2~ *8 + 2 = 2 ' 

ys = — «1 + ft + 6 "" ~ 6^' 

1 ,1/3" ,1 13 

y4 = ?i — 2 *« + ~r *» + 12 "" 12 

bestimmt; man findet: 

Folglich ist bei unseren Bedingungen 



yaoo A "T 39800 ' 

Aufgabe 4. Aus den gegebenen m Zahlen 

Vq} Vi} y%7 ' ' 'f Vm—i 
ist folgende unendliche Reihe von Zahlen gebildet: 

yo + yi + yaH — Vm ^i 

yi+yt + ysH hym 

y»+ys + y4+-'+y,n4 .i 
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Jedes Glied dieser Reihe ist gleich dem arithmetischen Mittel der m 
unmittelbar vorhergehenden Glieder: 

yx-\-m ■= ^ 

Es soll untersucht werden, welcher Grenze sich y^ nähert, wenn 
X unendlich wächst. 

Der linearen Gleichung 

yx+m — ^ (yx+m-l + Vx+m-^i H h J/x+l + J/x) == 

entspricht 

9>a) - 1" - i {i""-' + 1"-' + ••• + s + 1). 

Eine der Wurzeln der Gleichung 

6- - ^ (I'" - ^ + S-» - ^ + • • • + 6 + 1) - 

ist gleich Eins. 

Die übrigen Wurzeln dieser Gleichung mit 

bezeichnend, können wir, nachdem wir die Constanten 

Pd} Plf Pif • • •; Pn-l 

aus den Bedingungen 

Po+Pi+Pi-i h Pm^i = yo? 

Po +Piil + A62 H hPm-llm-l = »1, 



bestimmt haben, 

y* =i>o +i>i|T + i>«l| H 1-2>— i6i-i 

setzen. 

Man überzeugt sich weiter leicht davon, dafs die absoluten Werte 
der Zahlen 

kleiner als Eins sind. 

Infolge dessen niihert sich, bei unendlichem Wachsen von x, der 
Ausdruck yx der Grenze p^. 

Andererseits folgt aus den vorhergehenden Gleichungen die Gleichung 

Po = «oVo + «1^1 -I h ««-tym-i, 

in der die 
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von den 

J^o? J^n • • •> ifm—i 
unabhängig sind. 

Zur Bestimmung der Coefficienten 

wollen wir bemerken ^ dafs Pq ungeändert bleiben mufs, wenn wir 

gleichzeitig 

y^ statt y„, 

yg statt y,, 



ym-i statt yw-2, 

yo + yi + — f-y„,-i . .. 

ym = statt y,„_i 

setzen. 

Demnach ist 

, yo + yi+ — t-^m-i 

+ Otn-i ;;;, , 

woraus 

tn—l I ni— 1 c» I m— 1 o 

«OT— 2 = am— S H ^ = (m — 1)^0 7 ^m-l = «m— 2 H ^ = Wa^ 

und 

Po = «0 [!/o + 2yi + 3y2 H (- wy^-i] 

folgt. 

Es ist auch nicht schwer einzusehen, dafs in dem speciellen 

Falle ; wo 

yo = yi = 1/2 = • • ' = ym-i = i 

ist, y;e und p^ in Eins übergehen. 

Folglich ist 

2 



»n (m + 1) 

und 

,. , V «yo + 2yi+3y,+ h»»y„i-i 

lim (y,)_^ =i>o - 2 ;j^^i;^^:p3j 



Markoff, Biffarencenreolrnuzig. 12 
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Vierzehntes Kapitel. 
AnweBduBg der DoppelsammeB auf die UmformaBg vob ReilieB. 

§ 29. Es seien 

X und ^ 

unabhäDgige Variable, welche nar solche Werte aimehmeD^ die in 
der Reihe der ganzen Zahlen 

enthalten sind. 

Wir nehmen weiter an, dab die drei Functionen 

Ur,., F,.. und F;.. 
unserer Yariabeln {x und t) den Bedingungen 

U,,, — C+i.. « F.,. - F^.+, — W^. (56) 

genügen. 

Wenn wir in diesem Falle die Doppelsumme 

TFo.» +W^,x +Wo,% -\ \-Wo,,-t \ 

+ F,.o + Tr,.i + TF,,, + ••• + m..-i 
+ TF,.o +Wi,i +Wi,t 4-... + Fi.^i 



^ ^ w... 

s=30 «»0 



betrachten und die Gleichungen 

a;=re 

und 

««0 

berücksichtigen, so erhalten wir 



x=sO 



Ss:n 



SBsn 



s=n 



fssm 



*=in 



X, Ü0,9 — ^ R»t» =^ ^',0 ^ Fa.,n. 



(57) 



*=0 



« = ü 



«asO 



* = ü 



Nehmen wir nun weiter an, dafs sich bei unendlichem Anwachsen 
der Zahlen m und n die Summen 



»ssmn 



flr=in 



^Uo,,=Uo,o+Uo,i+- + Uo,n-i und 2F.,o=Fo.O+Fi.o+-+F™_,,« 



«=sO 



x=»0 
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bestimmten Grenzen, und die Summen 

der Grenze Null nähern. 

Unter tliesen Voraussetzungen folgt aus Formel (57): 

^Uo,.^2r.,o. (58) 

Ebenso ergiebt sich die Formel 

«sQo a;=am •—• 

2'^«.' -2'^-.» +2'^»." (59) 

«ssO x^O «=0 

weim sich bei unendlichem Anwachsen allein der Zahl n die Summen 

^Uo,, und ^Unt,, 
bestimmten Grenzen nähern und 






wird. 

-4m/* (Kßsc TTatsc formen wir mittels der Doppelsumme die Reihe 

Oo.O> f'o,!; E^0,2> i^O,S, ••• 

in die Reihe 

^0,0; ^1,0; ^2,0; ^^0 } ••• 

otfer in die Reihe 

^m,0; ^m,!? ^iw,2; Um,Z } ••• 

§ 30, Im Folgenden wollen wir noch genauer auf einige mehr 
oder weniger merkwürdige Fälle dieser Umformungen eingehen. 

Zuerst wollen wir folgende Formel von Exder oder Monmort 
ableiten: 

«o+"j+«,r+«,r+--i^+(|^+^'g?+^+-,(60) 

in der 

JuQ=Ui—Uf^, -^*tto«=Wsj— 2t*i+tto, ^'Wo — Uj — 3tig + 3wi — Uo, ... 
ist. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir^ dafs die Ausdrücke 

r...-rhi^... «^ H^...-|.(jJ^)-|^-i^-ü) 

12* 
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den Bedingungen (56) genügen; man kann deshalb auf sie Formel (57) 
anwenden. 

Danach ist 



s=sn SBsn xaMmm 



I".^-(i4,rf.-.-f,*^-fS^ 



Aus dieser Gleichung, die man auch durch partielle Summation 
erhalten kann, folgt die Euler'sche Formel ganz so, wie (58) aus (57), 
wobei natürlich die Reihen 

^0} ^li> WjIS Ujl^ ... 

und 

l-{' (1-1)" (1-1)" •'• 
conyergent sind und die Summen 

yü^^ und 'y^l^l^ 

sich bei unendlichem Anwachsen der Zahlen m und n der Grenze 
Null nähern. 

Wir wenden die Euler'sche Formel auf die Berechnung der Summen 
folgender langsam convergierender Reihen an: 

ji^_j_,ji 1 i_i._^, 

10 11 * 12 18 •" ü 16 » ' ■ * 
und 

1 1 ._Jl i_4.^ ?_4.... 



log 10 log 11 ' log 12 logl3 * logl4 log 16 

1) Wir setzen 

| = -1 und «.-iöT^ 
und finden so 

^ — -? >f —1 ^8 



1 — S 2^ •'* (10 + if)(ll+;fir)^ ^ '^' (10 + ;j)(ll + ^)(12 + ;5)' 

.^ ^^ ( — 1)^ 1 . 2 . 3 . . ,j^ 

< (— 1)^+1^/«+^!*, < (— l)'^'w, > (— l)*z/'w,+i > 0, 
jm+s^^^ ^ 1.2.8...m 



*=n 



's;!« '^ t*_ / IN», 



'A-tnii -fo /ini ....x ^ 



i^ (l-S)"* ^ ^^ 2''». 10. 11. 12... (10 + m) 



*="» .» + 1. ^x, 



^ ^ V, ^^^ ^ (j _ jjx+1 ^ '*« \2 ^ 2» • 2» • / ^ 10 + n 
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Somit ist 



/ «äs» 

lim 



'^i^+'j^u. 



und 



iSo (i-sr 



unabhängig von n 



m=> OB 



^1; 






*+*z/*« 



unabhängig von m. 



c»0 (^ Sr in— OD 

Hienkus ergiebt sich leicht^ dafs für 

£ «= — 1 und u* =*■ — . — 
Formel (60) gilt; welche folgende Gleichung liefert: 

1_1 , 1_1 . l_-L_L_4.- 2 I 2.3 

10 11 '12 i3"T ' 2. 10 "^4. 10. 11 "^8.10.11.12"^ 16.10.11.12.13 "^ * ' 

Wir führen die Rechnungen aus und finden 

1 



2.10 



— 0,05 



_i_ = 0,00227 27272 . . . 
2 = 0,00018 93939 . . . 



8.10.11.12 

2.3 
16.10.11.12.13 

2.3.4 

32.10.11.12.13.14 

2.3.4. 6 

64.10.11.12.13.14.16 

2.3.4.6.6 

128.10.11.12.13.14.16.16 

2.3.4.6.6.7 

266.10.11.12.13.14.16.16.17 

2. 3.4.6.6.7. 8 

612.10.11.12.13.14.16.16.17.18 

^ X\ 8 .3. 4.6. 6. 7. 8. 9 /i _i_ 1 _i_ JL _i_ \ 

^t 2^».tO.U.12...(10 + a:) ^ IÖ24.10.11. 12... 18.19 \ "T 2 + 2« + ") 

< 0,00000 00022. 

Wir können abo mit einer Genauigkeit bis auf , 

io-il + i2-Ä + -==0,05248 774 
setzen. 



= 0,00002 18531 . . . 

=. 0,00000 31218 . . . 

= 0,00000 05203 . . . 

= 0,00000 00975 . . . 

= 0,00000 00201 . . . 

= 0,00000 00044 . . . 
0,05248 77383 
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Wenn wir von der Summe 

l-¥ + |-i + y-? + y-¥ + i = 0.74563 49206... 

die Zahl 

0,05248 774 

subtrahieren^ so finden wir fiir 

denselben Näherungswerth 

0,69314 718 . 
wie in § 13. 

2) Wir wollen jetzt noch beweisen, dafs man in der Euler'schen 
Formel auch 

| = -1 and ««»" log (10 + ^) 
setzen darf. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir uns an die Gleichung [Teil 1, § 8] 

die für A «s 1 die Gestalt annimmt 

Hier ist 17 eine mittlere Zahl zwischen und z -f mh. 

Was die Ableitungen von , .^^ . . nach js anbetriflft, so ist 

± ( 1 \ -zl / 

dz \log (10 + z)} (10 + z) { log (10 + if) } « ^ ^' 

dz* Uog (10 + z)J (10+ zy L { log (10+«) } • ^ {log (10+^) } «J -^ ^' 

d* / 1 \ —1 r 6 I 6 , 2 -| ^ 

dp Vlog(10+«)r (10+ä)»L { log(10+ie) p + Xi5^10+iyp"*" { log(l0+i)pj'^^ 

und allgemein 

(~ *)"* -^ (log (10 + 5)) > ^' 
Folglich hat man 

(-l)'^'l^ao+7)>05 
dabei ist natürlich 

wegen 



§ 30.] Anwendung der Doppelsammen auf die Umformung yon Reihen. 183 



Hieraus leiten wir die Ungleichungen ab: 



s^n 



o<2 



(-ir+' 



«=«0 



2 



m 



^m 



<Lj)ü{^m 



log(lO+if) ^ 2"* 



log(10 + «f) 



1 



< 



• =»0 



2"* log 10 



und 



«sssm 



o<2 



(-ly 



< 



sie zeigen, dafs 



2«+! " log (10 + w) ^ log (10 + 



l0 + n)\2 +2« "^2» ■» "/'^log(10+n)' 



t^n 



,m+j 



lim { ^ — ^ — ^« log (10 + z) \ ^ unabhängig von n, 



xsssm 



f'^(-ir i_ ] 

l^™L^"^HT^'log(iO + n)f 



unabhängig von m 



ist. '^ 

Aus dem Gesagten überzeugt man sich leicht, dafs die Euler'sche 

Formel auch für 

£ s= — 1 und t«, = i — jrjr-i — ^ 
* ' log (10 + z) 

in Kraft bleibt; ferner aber ergeben sich daraus auch die Ungleichungen: 



^^ log(10 + «) ^ 2«+i [^ 
u x=0 



log(10 + ») 



L, 



,0 2"» 1 log(10+«) 



L. 



Wir gehen zur Ausrechnung über: wir nehmen aus den Tabellen 
der natürlichen Logarithmen die sieben Zahlen: 

log 10 = 2,30258 50930 . . ., log 14 = 2,63905 73296 . . ., 

log 15 — 2,70805 02011 ..., 
log 16 = 2,77258 87222 ..., 



log 11 = 2,39789 52728 
log 12 = 2,48490 66498 
log 13 = 2,56494 93575 

und bilden folgende Tabelle: 



} 
} 
} 
> 



10^ 
logt? 
genau 



— J 



10' 



log© 
genan 



z/* 



10' 



logt? 
genau 



logo 
genau 



^* 



10^ 



logt; 
genau 



— J 



10' 



logt? 
genau 



^« 



10' 



logt? 
genau 



bis auf \ bis auf 1 bis auf 2 bis auf 4 bis auf 8 bis auf 16 bis auf 32 



10 43429 45 172621 26593 6149 

11 41703 24 146028 20444 4340 

12 40242 96 125584 16104 3162 

13 38987 12 109480 12942 2360 

14 37892 32 96538 10582 

15 36926 94 85956 

16 36067 38 



1809 

1178 

802 



631 
376 



255 



Ig4 Vierzehntes Kapitel. [§ 80. 

Alsdann addieren wir die sieben ZaMen 

4342946 ^^^«^ ^ nc,r^ 



2.10' 




172621 
4.10' 


— 0,00431 552 .. . 


26693 
8.10' 


= 0,00033 241 ... 


6149 
16 . 10' 


— 0,00003 843 .. . 


1809 
32 . 10' 


== 0,00000 565 .. . 


631 
64.10' 


-= 0,00000 099 . . . 


256 

128.10' 


=. 0,00000 020 .. . 



0,22184 045 .... 
Nunmehr ist nur noch 

4^' + ra-. = 0,00000 021 

von 

0,22184 045 

zu subtrahieren; wir erhalten alsdann die Zahl 

0,22184 024, 

die sicher kleiner als die Summe 

y (- 1)' L L_ j._i ^4. 

^ log (10 + z) log 10 log 11 "^ log 12 log 18 "• 

ist. 

Wenn wir dagegen zu 

0,22184 045 

0,00000 021 + 0,00000 023 ^ 0,00000 044 

hinzuaddieren, so erhalten wir die Zahl 

0,22184- 089, 

die sicher gröfser als die Summe 

1 _ 1 , 1 



log 10 logll • logl2 
ist. 



Folglich können wir mit einer Genauigkeit bis auf - - ^ 
\^iö - 15^ + 13^12 - 15^13 + • • • = 0,221840 



setzen. 
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Die Yon uns auf S. 183 gebildete Tabelle kann auf Grund der 
Euler'schen Formel auch (mit einem kleineren oder gröfseren Grade 
yon Genauigkeit) zur Berechnung unendlicher Summen von der Form 

1 I g I i' I S' I 



log 10 * log 11 * log 12 ' log 13 

wenigstens für 

2 
dienen. 

Zum Beispiel wird: 



i>i>-i, 



• 9 1a» 11 • k Inrr 19. "T Ä }e\€T tfl l 



log 10 ' 2 log 11 ' 4 log 12 ^ 8 log 13 

= O ( 4342945 _ 172621 , 26694 6149 1809 631 , 266l 

= 0,8384 genau bis auf ö~tö* 
und 



log 10 2 log 11 ' 4 log 12 8 log 13 

= 2 (i?i^^*- 4- 1I???1 I 26694 , 6149 , 1809 , 631 \ 
"^ l 3 . 10' ■*" 9 . 10' »■ 27 .10' ' 81 . 10' "• 243 . 10' '*' 729 . 10' ) 

= 0,293580 genau bis auf ~~ - 

§ 31, Wir wenden uns nun zu anderen Fällen der Formel (58) 
und stellen uns die Aufgabe, die drei Functionen 

Ax, Bx und Cx 
einer Yariabeln x so zu wählen, dafs die Ausdrücke 

TT _ a{cc + l)..,(a + z-l)ß{ß + l)...(ß + z--l) 

a(a+ 1) , . .(a + X + z— l)b{b + 1) . . .{b + X + z - l) "^^ 
und I (61) 

V = €c(a + l)...{a + z-l)ß,..(ß + z—l) .p ^ . 

'^ *• * a (a + 1 ) . . . (a + o; + ^ — 1) 6 . . . (6 + a; + x; — 1) ^^•'"^'^*^>' 

der Bedingung 

Ux,z — K?+i,» = Vx,9 — T^x,z+i 
genügen. 

Hier sind a, 6, a, /3 constante Zahlen. 

Die gestellte Bedingung ist mit der folgenden gleichwertig 

{a + x + z)(b + x + z)Ax-Äx^i = ia + x + 0){b + x+g){Bx+Cxe) 

-(a + z)(ß + is)iBx + Cx + CxZ), 
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die sich ihrerseits in die drei Bedingungen spalten läfst: 

^* -= (2a; + a + 6 — « — jS — l)a, 
(2X'\-a+h)A^ = (2x'\'a+b—a—ß)B^+{(a+x)(b+x)—aß-a—ß]C^, 

(a + a;)(6 + x)A^ — ^,+i = {(a + x) (6 + a;) - «jS} J9, — ccßC^, 
Aus diesen letzteren leiten wir ohne Schwierigkeit ab: 

^' = 2a; + a + 6-a — (J-l ^'' 

^ (2a;+a+d-«-l)(2:c+a+6-g-l)-(ar+a-l)(^ + fc -l) . I /^ox 
-^*~" (2a; + a + 6-a— /J — l)(2a; + a + 6 — a — I?) ^'M V^^v^ 

- (a; 4- o — ' tt) (g + q — P) (a; + 6 — g) (a; + 5 ~ I?) . 

Nachdem wir so die Functionen 

-4a., Bx und C7a? 

bestimmt haben^ können wir auf die Ausdrücke (61) die Formel (57) 
anwenden^ wenn nur keine der Zahlen 

ö,..., a + m-}-n — 2, t, .., 6 + w + « — 2, a + 6 — « — /'""l>--> 

a-}-6 — a — /J + 2w — 2 
Null ist. 

Durch Anwendung der Formel (58) auf die Ausdrücke (61) kommen 

wir zur Formel van ScJiellbach: 

«g cc(a+l)ß{ß+l) , «(a + l)(« + 2)p(P + l )(P + 2) , 
^'^ ab '^ a{a+l)b(b+l) "^ a(a+ l)(a + 2)&(& + 1)(6 + 2) "» 

(g .f & -. tt — 1) (g 4. & -^ p _ 1) ^ (g — 1) (& -, 1) 

■^ (a + 6 — « — (3 — l)(a + 6 — a— (5) 

(a-a)(a-p)(5--a)(6-~P)'{(a+6~a + l)(a+6- / ? + l)-a&} 
» ad(a+&— ff— (5— l)(a+6— a~(J)(a+5— «— (J+l)(a+&— «— p+2) "» 

Viele specielle Fälle dieser Formel wurden schon von Stirling 
gefunden und zur Berechnung der Summen einiger langsam conver- 
gierender Reihen verwandt. 

Unsere Ableitung der Formel von Schellbach erfordert natürlich 
einige Nebenbetrachtungen, deren Hauptpunkt die Bedingung der Con- 
yergenz der Reihe 

^ «P a(a+i)ß(ß+i) c>:(« + l)(« + 2)p(p+l)(P + 2 ) , 
"^ab"'" a(a + l)6(6 + l) "»" g(g+ i)(a + 2)6(& + l)(& + 2) "t" '"" 
bildet. 

Diese Bedingung wird durch die Ungleichung 

a + 6 — a — ß> 1 

ausgedrückt und folgt aus folgendem Satze von Gaufs: 
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Wenn sich die Belation 






zweier benachbarter Glieder der unendlichen Beihe 

**o> **i; **j> • • •> **«> **«+!? • • • 
abhängig vom Index n durch den Bruch 

in u;e2c%«m A ein^ constonfe^ positive ganze Zahl ist und 

ttj, Oa, . . ., aa, 6i, 6,, . . ., 6^ 
ebenfalls constante Zahlen sind, ausdrücken läfstj so ist die Beihe 

**0; ^y **27 • • •? **«> **«+!> • • • 

für 6i — «1 > 1 convergent und für h^ — «i ^ 1 divergent. 

Ohne uns länger bei der Ableitung der Schellbacb'schen Formel 
aufzuhalten^ wollen wir deren Bedeutung an einem Beispiele zeigen. 
Wir wollen sie nämlich auf die Berechnung der Summe 



«ssQfO 



i + ^ + ^ + p + ^ + 2i " T 

anwenden. 

Zu diesem Zwecke setzen wir 

a™/} = a— 1 = 6 — 1>0 und Aq = ^' 

Alsdann nehmen die Ausdrücke Ux,z luid Vx,»y welche durch die 
Formeln (61) und (62) bestimmt werden^ die Form an: 



Ux,. 



2 . 6 . 10 . . . (4x - 2) (a + if)*(« + z + ly . . .{a + z + x)*^ 
1^2^8^..a;» 3a: + 2r + 2a+l 



71.= 

'^'»* 2 .6 . 10 ... (4a; — 2) {ix + 2) (a + if)«(a + x? + 1)« . . . (a + ;? + «)* 

Mit Hilfe der Formel (57) finden wir hieraus: 



jssn M=sn 



^ 1 __ "^ 1^ 2 ». 3» . . .wi» 1 

^ (« + ;?)* -^ 276Tl0TT7(iw- 2)' (a + Jf)»(a +;» + !)«... (« + ;» + in)" 



*=0 



^ _1^J V3»_^ r 8a;+2g + l 3a; + 2n + 2« + 1 l 

'-^. 2T6TT0...(4a; + 2") l a«(a + 1)*. . .(« + a;)> (« + ti)*. . . (« + n + a:)* I 



«»0 
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und bei unendlichem Anwachsen von n erhalten wir hieraus: 

^ 1 ^ l».2«.8»...a;» 8g + 2tt + l 

J^ {a + zy "-^ 2 . 6 . 10 . . . (4a: + 2) ' «»(« + 1)>. . . (o + «)» 



«sQD 



"1" 2. 6. ..(4m — 2)-^ (a+ey(a + z+l)\..{a + z + my' 

Andererseits ist es nicht schwer^ sich zu überzeugen, dafs bei 
a > die Summe 



«SS OD 



2j{a + zy(a + z + iy...{€c + z + my^ 

welche gleich 

a'(a + 1)». . . (a + m)M ' (a + m+ 1)« "^ (a + m + !)*(«+ m + 2)» "» J 

ist, kleiner als i r i 

a*(«+l)*...(a + in)* I ^ + m+T 1 
wird, da 

a + l a + w + l a + 2 a + 2m+2 



ist; daher ergiebt sich: 

« , «(«+!)« 

— j li- ■ - — ^^— - »4— • • • . 

k'i ~ /^ _j_ •« _i_ i\« /^ _i_ *« j_ oM r 



(a+m+iy ' (a + m + 1)« (a + m + 2)' 

^ « I ? I ?[ L 

^(a+ m + 1)* "^ (a + 2m+2)* "1" (a + 3m + 8)" ■» 

< «(a + wt+l) + (a + m + l)(« + 2m + 2) "^ 

< ^ 



m + 1 

Folglich ist die Differenz 



^ 1 '^ i^2^3^..a;» 3a; + 2a+l 

^ (a + if)* -^ 2.6.10...(4a; + 2) «>(« + 1)*. . .(« + ;»y 



kleiner als 

l».2*...m' a + w + 1 



2.6 ...(4m — 2) (m + !)«"(« +!)«...(« + m)* 

Nun nähert sich aber der Ausdruck 

l'.2>...m» a + fn -\-l 

2 . 6 ... (4m — 2) (m + l)o*(« + 1)'. . • (« + w)" 

der Grenze Null bei unendlichem Wachsen der Zahl m. 
Wir kommen somit schliefslich zu der Formel 

^ 1 ^ 1». 2»^\ .^a;» 3g+2a+l 

-^ (a + is)« **^ 2 . 6 . 10 ... (4a; + 2) «*(« + 1)^ . . (a + a;)*' 
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die den speciellen Fall der Schellbach'sclieii Formel darstellt^ in 

welchem 

a = /} = a— 1=6 — 1 
ist. 

Wir setzen jetzt a => 10 und berechnen successiye 

8^ = 0,105 

g e j*. ^^. - 0,00016 52892 56... 

».«■lo'IoyuM«. - 0,00000 10330 58 ... 

2*. 8*. 30 

2.6.io.u.'io'.n>.i2M8« = 0,00000 00130 98 ... 

2.6.io.i4.?8 - m;?.i2M»».u' " 0.00000 00002 61... 

0,10616 63356 73 
1 + ^ + ^ + ^ + ^ + ^ + /? + ^ + ^ = 1,53976 77311 66 ... 

1,64493 40668 39 

2' 3' 4' 5' 16 
2.6.10.U.18.6.10«.'ll«...14M6» < 0,00000 00000 12. 

Unsere Ausrechnungen zeigen, dafs die Summe 



• SS 00 



J^ ilO + z)* " 10" * 11" * 12» ■» 13« "^ 

zwischen 

0,10516 63356 und 0,10516 63357 

und die Summe 

1 + 2? + 3T + pr + • • • = y 

zwischen 

1,64493 40668 und 1,64493 40669 
liegi 

Wir konnten auch a =» 1 setzen. Dann würden wir die Formel 

erhalten 

g=00 g = OP 

n* ^ 8.1.2.8.. .X "^ 3 . (1 . 2 . 3 . .^rr)' 

6" '^^ («+ 1) (ä + 2) . . . (2a: + 2) ~^ 1 .2 .3 .7."(2jH- 2) ' 

«* 1 

für die Berechnung von y mit einer Genauigkeit bis auf t^ müfste 
man fünfzehn Glieder der Summe 

^ 1 .2. 3... (2« + 2) 

nehmen. 
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Wir bemerken, dafs infolge der Ungleichungen (35) der Aasdmck 

8 . (1 . 2 . 8 . . . «)• 



1.2.8...(2a;+2) 
zwischen 



8V«* -h ^a -, — ^-^^ c^ 



a*'(2«+l)(2« + 2) S**(2« + l)(2a; + 2) 

liegt. 

§ 32. Es sei endlich 

IT „ «(« + l)-(« + g-l)P(P+t)..- ( P + g-l)g' (AX-R„\ 

^''' {a+e)...(«+a+x+e-i)(ß+9)...{ß+8+x+z-l)^^*'^-°'^^ 

und 

r ^ «(« + !). ..{«+t-l)ß(ß+t)...{ß+e-l) q' ,^ MTi A 

'^'<' (a+i)...{tt+8+x+e—i)(p + d)...(ß+i+x+z—l)^''^'^i 

wobei 

a, ß, d, q 
constante Zahlen, und 

■"■xj "^^xy ^X} ^x 

Functionen der einen Yariabelu x seien. 
In diesem Falle ist die Bedingung 

gleichwertig der Bedingung 
(« + * + a; + «) (^ + <J + a; + «) (^, + 5,«) — ^,+, — i5,+i« 
= (a + d + a; + /?)(/? + * + a; + f:)(Cx + D«if) 
- 3 (a + V) (/J + «) (a + i). + D««) , 
die sich in folgende vier Bedingungen spalten läist: 
.B. = (1-3)D„ 

- {2* + 2d + a + ^ - g(« + ^ + 1)} D. + (1 - 3)a, 

(a; + <J + a)(a; + * + /J)B. + (2a; + 2* + a + /l)^, - B,+i 
= {a; + d + a)(x + d + ^)-j(«/} + a + /3)}2), 
+ {2a; + 2«J + « + /J - 2(a + ^))a, 

ga/JD, + {(x + d + a)(a5 +* + /?)- 2a/3}C,. 

Aus diesen letzteren erhalten wir ohne Schwierigkeit: 

B^ — (1 - g)D;., J. = (1 — 3)a + 3(2x + 2d — 1)D„ 

p _ 3x + 3* + o + p--2 _ 1 — j ^ 



(63) 
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^'+« - ^^i|f (« + <J + iXäaJ + 2d + 1)2),+. 

-(r=^(«+*)(*+*+i)(«+*+«-^)(«+*+^-«)-ö'- 

Nachdem wir so 

!>*, Cx, ^x und A>g 

bestimmt haben, können wir, mit einigen Beschränkungen, auf die 

Ausdrücke (63) Formel (58) anwenden. 

In diesem Falle hängen die beiden Teile der Formel (58) von 

den sechs Zahlen 

a, ß, d, q, Do, A 
ab. 

Statt der Zahlen Dq und D^ kaim man auch willkürlich Aq und 

Bq vorgeben, die mit Dq und D, durch die Gleichungen 

-Bo = (l-«)^o 
und 

verbunden sinl 

Indem wir 

a = — 1, A> = 1, ^0 = 0, d>0 

setzen, kommen wir zu der ziemlich ein&chen Formel 



J=aOO 



V (-!)•«(« + l)-(« + <-l)P«> + l)-(P + g-l) 
^ ^a + 8)...{a + S + Z-l)(ß + a)...(ß + a + z-l) 



«ssiOO 



in der 



'.^[5(2z + öy+ (3a + 3^ + l)(2£f + d) + 2 aß] T., (64) 



■^1 — 



und allgemein 

n, (2jg + 3)(2g + ^ 4- 1) (2g + d + « — g + 1) (2g + J 4 - P — tf + 1) rp 

*+*~ ^{2z + d + cc + l){2z + S + u + 2){2g + d+ß + l){2z + d+ß + 2) * 

ist. 

Wir wollen diese letztere Formel auf die Berechnung der Summe 



«ssOD 



1 - (I)" + (o)" - (r:M)" + ■ ■ -^ (- ■)■ ( ■1;^;v'"J'Y 

«=0 
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anwenden^ welche gleich 



2^ 

n 



/' dt 



ist. 

Zu diesem Zwecke berechnen wir: 

* V2/ ^ ^U.4.6...20/ -i^' ^ ^^^ V 2.4.6...2^ / 

= 0,8493963148 3575794845 819 .. . 
und finden, indem wir 

23 1 

setzen, aus unserer Formel die Gleichung 



«SB OD 



XssaOD 



^(-»■(-V.ro.'Sl^T-^«.. 



in der 



•=11 



fsO 



7? = (^—^ n31:V ^ '^'^ ...(4 g-8 )3».7»... (4g— 1)» #2 , (4g+l)(12g4-6l) i 
' V2.4...W ■ (-4)' + i24«.26«... (4^+22)« l "^ W+^^Y l 



ist. 



«a.11 



Endlich ergiebt sich durch Addition der Zahlen 

(- 1 )' (c^ri^~y = 0,8493963148 3575794845 819 .. . 

jRj 0,0147697674 0586621872 353 .. . 

B, «= 0,0000002944 4173149650 865 .. . 
B^ -= — 0,0000000001 9808808398 309 .. . 
R, == 0,0000000000 0054137909 795 .. . 

R^ 0,0000000000 0000337104 964 .. . 

Ä5 = 0,0000000000 0000003655 325 .. . 
JR, = — 0,0000000000 0000000059 320 . . 
R, = 0,0000000000 0000000001 310 .. . 
i^ = — 0,0000000000 0000000000 037... 



das Resultat 



sssgo 



^(-l).( ^»-(^'^^ iy^ 0,8346268416 7407318628 1 

9 =sO 



mit einem Fehler, der kleiner als ^i ist. 



2.10- 
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§ 33» Zum Schiasse schlagen wir dem Leser vor, folgende Formel 
zu beweisen 

Cr2a+6 + a-l+ (ga+^ + «+l)y(a) . (2a+6+«+8)y(a)y(a+l) . 1 
— r'r9A4-/i-U.r- 1 O- (?&±?±?±M*i I (26+« + «+3)y(&)y(& + l) , 1 

in der unter g)(t) für jeden Wert von t der Ausdruck 

^» + a^« + /J< + y 
verstanden ist und 

(7, a, 6, a, /J, y 

irgend welche gegebene Zahlen sind. 

Um die Bedeutung dieser Formel^ die eine Verallgemeinerung 
eines der Resultate von Stirling ist, zu zeigen^ benutzen wir sie zur 
abermaligen Berechnung der Summe 

i-(i)*+(o)'-(H^.)*+ 

Zu diesem Zwecke setzen wir zuerst 

1 a+l „ «-1 _/A /. , *-n^ __j r, D 



• • ■ 



^(t)^^t + ^)fi und C 



Dann ist der erste Teil unserer Formel 

L \a + */ ''"\a + ^r'a+d+l/ \a + d' a+d+l ' a'+S+V "*"' J» 
dem zweiten Teile kann man die Gestalt geben 

(2a + 3<J - 1) Eo — (2a + 3* + 3) -El + (2a + 3* + 7) i?, 

— (2a + 3«+ 11)^8 + ..., 

D 



wobei 



und allgemein 



ist. 

Weiterhin setzen wir 



4a + 2d — 2' 

TP ^(^ + 1)' JP 

^1 — 2(2a + *+l)(a + *)* <> 

JP ^ (ti + ^)(2n + ^+i)' JP 

•^»+1 2(2a + 2n + d + 1) (a + n + J)* * 



28 j. 1 

1.3. 5. 7. ..211« 



D = |o-;|^;-;|J) = 0,02828 72353 30935 80044 soeoo . . . 

und rechnen die dreizehn Zahlen aus: 

Markoff, Differeiuienrvohnajig. 13 
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(2a + 
{2a + 
(2a + 
(2a + 
(2a + 
(2a + 
(2a + 
(2a + 
(2o + 
(2a + 

(2a + 
(2a + 



SS — 
3S + 
3* + 
3d + 
3* + 
3d + 
3(J + 
3d + 
3(J + 
3* + 
Bd + 
3* + 
3* + 



1)^0 

15) E, 
19) E, 

23) ^e 

27) e:, 

31)^8 

35)^;, 

39) E,, 
43) E,, 

47)^1. 



0,0147722228 
0,0000027561 
0,0000000064 
0,0000000000 
0,0000000000 
0,0000000000 
0,0000000000 
0,0000000000 
0,0000000000 
0,0000000000 
0,0000000000 
0,0000000000 
0,0000000000 



9504425134 510 
6132228151 400 
7660286156 310 
4940825631 227 
0078858132 477 
0002119556 763 
0000084423 012 
0000004584 453 
0000000320 258 
0000000027 585 
0000000002 837 
0000000000 340 
0000000000 046 



ihre Samme 

0,0147694731 

subtrahieren ^rir von 



6168476217 682 .. . 



J:'(-')-( 'V.'.:.'!'.7" )'' 

»=sO 

So finden wir wiederum 



0,8493963148 3575794845 819 



*=o 



1 r ^* 



= 0,8346268416 7407318628 1 . . 
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